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Resumen

El n-ésimo hiperespacio de un continuo X es la familia, C,(X), de sub-
conjuntos cerrados y no vacios de X con a lo més n componentes, dotado
con la topologia inducida por la métrica de Hausdorff. Dado K un subcon-
junto cerrado del continuo X, la subfamilia C,,. (X) de C,(X) que consta
de todos los elementos de C,(X) que contienen a K, es otro hiperspacio de
X. Con estos dos hiperespacios se define el espacio cociente C,,(X)/Ch,. (X).
Este trabajo presenta propiedades topologicas de este espacio topolodgico y
las relaciones que hay entre las propiedades que presenta el continuo X, el hi-
perespacio C,(X) y el espacio cociente C,,(X)/C,,, (X). Ademas, se presenta
la relacion de funciones entre continuos f : X — Y y sus funciones inducidas
Co(f) + Cu(X) = Cu(Y) y Cg(f) @ Cr(X) = Cf)(Y), para las clases
de funciones: casi monotonas, atriddicas, confluentes, union, ligeras, mono-
tonas, abiertas, OM, pseudo-confluentes, quasi-mondtonas, semiconfluentes,
fuertemente libremente descomponibles, débilmente confluentes y débilmente
mondtonas.



Abstract

The n-fold hyperspace of X is the family, C,, (X)), of closed and non-empty
subsets of X with at most n components, endowed with the topology indu-
ced by Hausdorft’s metric. Given K a closed subset of the continuum X, the
subfamily C,,, (X)) of C,,(X) consisting of all the elements of C,,(X) that con-
tain K, is another hyperspace of X. With these two hyperspaces the quotient
space Cp,(X)/C,,, (X) is defined. This work presents topological properties of
this topological space and the relationships between the properties that the
continuum X, the hyperspace C,(X) and the quotient space C,,(X)/C,,, (X),
present.

In addition, the relationship of functions between continua, f : X — Y
and their induced functions, C,,(f) : C,,(X) — C,(Y) and CR(f) : CR(X) —
Chx)(Y), is presented for the functions: almost monotone, atriodic, con-
fluent, union, light, monotone, open, OM, pseudo-confluent, quasi-monotone,
semiconfluent, strongly freely decomposable, weakly confluent and weakly
monotone.



Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Dado
un continuo X, un subcontinuo de X es un subconjunto de X el cual es un
continuo. Dado n € N, consideramos los siguientes hiperespacios de X:

» 2X ={AC X : Aes cerrado y no vacio};

» C(X)={A€2¥ : Aes conexo};

» F,(X)={A€2¥ : Atiene alo mas n puntos};

» C(X)={A €2 : Atiene a lo mas n componentes}.

Todos dotados con la métrica de Hausdorff (ver la definicion en el Capitulo
1), notese que C'(X) es igual a C7(X). Sea K un subconjunto cerrado de X,
dado un hiperespacio H(X) € {2%, F,,(X), C,,(X)}, el conjunto

Hr(X)={AeH(X) : KC A}

es llamado el hiperespacio contencion para K en H(X), considerado como
subespacio de H(X).
Consideremos el espacio cociente

H(X)/Hr(X)

con la topologia cociente. Por [37, Teorema 3.10, p. 40|, H(X)/Hx(X) es
un continuo. 75 denota la funcién cociente wx : H(X) — H(X)/Hx(X), v
HE = (Hi(X)).

Por otro lado, dada una funcién continua entre continuos f : X — Y,
induce una funcién natural f* : 2% — 2Y definida por f*(A4) = f(A) para
todo A € 2%. Asi, para cada H(X) € {2%, F,(X),C.(X)} la funcion in-
ducida H(f) : H(X) — H(Y) es la funcion f*|yx). En el mismo sentido
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se define la funcién inducida f entre los espacios cociente H(X)/Hx(X) y
H(Y)/Hk(Y), vease Capitulo 3.

Esta tesis aborda algunas propiedades topologicas del espacio cociente
H(X)/Hrk(X), ademas de mostrar las relaciones que hay de las funciones
entre continuos f y las inducidas H(f) y f, cuando H(X) = C,,(X). Por lo
mismo, esta dividida en tres capitulos. El Capitulo 1 trata de los conceptos
bésicos como son: continuos, topologia cociente, hiperespacios, topologia de
Vietoris, métrica de Hausdorff, arcos ordenados, funciones de Whitney, fun-
ciones inducidas, al final del capitulo introducimos nuestro objeto de estudio
que es el hiperespacio cociente O (X) = C,(X)/Ch . (X).

En el Capitulo 2, estudiamos las propiedades topologicas del espacio
O (X) tales como: conexidad local, arco disconexidad, contractibilidad, uni-
coherencia, homogeneidad, y aposindesis. El capitulo esta dividido en siete
secciones. En la Secciéon 1, estudiamos la conexidad y la conexidad local del
hiperespacio C%(X). En la Seccion 2 desarrollamos resultados de arco disco-
nexidad de O (X)—{C,, }. En la siguiente seccion probamos cuando C}(X)
contiene n-celdas. Continuando en la Seccién 4 con el estudio de la no con-
tractibilidad del espacio C%(X) con ayuda de los R‘-conjuntos. De manera
breve, la Seccién 5, contiene propiedades de unicoherencia y homogeneidad.
La Seccion 6, esta dedicada a la propiedad de aposindesis, damos condicio-
nes para K bajo las cuales el espacio C%(X) es aposindético y finitamente
aposindético. Finalmente en la Secciéon 7, mostramos resultados que se obtu-
vieron para la clase de gréficas finitas como la dimension del espacio Cp(X)
y la relacion que este tiene con conos, suspensiones y el espacio C,,(X).

En el Capitulo 3, abordamos el siguiente problema. Dada M una clase de
funciones entre continuos, se determinaron relaciones entre las siguientes:

(1) feM;

(2) Cn(f) € M;

(3) C*(f) € M para cada K € 2%;
(4) C(f) € M para algtin K € 2%,

donde C}(f) denota la funcion inducida entre los hiperespacios C(X) y
C’}‘( K)(Y). El contenido de este capitulo, esta dividido en dos partes; la pri-
mera contiene definiciones basicas de funciones y resultados generales de fun-
ciones inducidas entre espacios cociente . La segunda parte presenta las rela-



ciones antes mencionadas de las siguientes clases de funciones: casi monéto-
nas, atriodicas, confluentes, union, ligeras, monétonas, abiertas, OM, pseudo-
confluentes, quasi-monétonas, semi-confluentes, fuertemente libremente des-
componibles, débilmente confluentes y débilmente monotonas.



Antecedentes

La Teoria de Continuos es una rama de la Topologia que se encarga de
estudiar las propiedades de los espacios métricos, compactos y conexos; a un
espacio con dichas caracteristicas se le llama continuo. Dado un continuo X
con méas de un punto. Un hiperespacio de X es una coleccion de subconjuntos
de X que satisfacen propiedades especificas. Los primeros hiperespacios mas
estudiados de un continuo son:

2¥ ={AC X : A#(y cerrado},

C(X)={A€2% : Aes conexo},
Cp(X)={A € 2% : Atiene a lo mas n componentes},
F,(X)={A€c2% : Atiene alo mas n elementos}, para cada n € N.

Al conjunto 2% lo consideramos con la métrica de Hausdorff ([24]). Obsér-

verse que C(X), C,(X) y F,(X) estéan contenidos en 2% . De lo cual, podemos
considerar a cada uno de ellos con la métrica heredada de 2.
Otros espacios topologicos se han definido mediante el cociente entre hiper-
espacios y han sido estudiados, algunos de ellos se mencionan a continuacion.
En 1979, Sam B. Nadler, Jr. en [30] define y denota el hiperespacio suspension
del continuo X como el espacio cociente

HS(X) = C(X)/Fy(X).

Mas tarde, en 2004, R. Escobedo, M. de J. Lopez y S. Macias extendieron el
estudio del hiperespacio suspension en [18].

En el mismo ano, S. Macias generaliz6 el estudio del hiperespacio suspension,
considerando el espacio cociente

HSn<X> = Cn(X>/Fn(X)a



llamado el n-ésimo hiperespacio suspension de X en [31], continuando su
estudio en 2006, vease [33].
En el ano 2008, J. C. Macias en [27] analizo el espacio cociente

PHSn<X) = Cn(X>/F1(X>a

llamado el n-ésimo pseudo-hiperespacio suspension de X.
El trabajo més reciente es del ano 2016, J. Camargo y S. Macias en [10]
consideraron el espacio cociente

CT(X) = Cu(X)/Co(X).

Por otro lado, dado K un subconjunto compacto de un continuo X y un
hiperespacio H(X) € {2%,C(X),Cn(X), F,,(X)}, definimos

Hy(X)={Ac HX) : K C A}.

Asi, continuando la linea de investigacion de cocientes entre C),(X) y algin
otro hiperespacio, se definen los espacios cociente C,,(X)/C,,,. (X). Los cuales
despiertan un interés particular con respecto a sus propiedades topologicas.
Con respecto a funciones inducidas este hiperespacio abre un campo de tra-
bajo, ademas de que ya hay diversas investigaciones sobre funciones inducidas
entre hiperespacios cociente, vease [1], [4] y [25].



Hipoétesis y Objetivos

Para este trabajo de investigacion las hipotesis planteadas son las siguien-
tes:

= Las diversas propiedades topologicas del continuo X las tiene el hiper-
espacio C(X).

» Las diferentes clases de funciones entre continuos, se preservan al con-
siderar las funciones inducidas entre sus hiperespacios cociente.

Los objetivos generales son:

(1) Estudiar propiedades topologicas del espacio cociente C,(X)/C, (K, X),
asi como las propiedades que son heredadas por el continuo X, y vice-
versa.

(2) Estudiar clases de funciones entre continuos y sus relaciones con las
funciones inducidas entre hiperespacios.

De manera més especifica, para el primer objetivo, abordaremos las pro-
piedades de conexidad local, arco disconexidad, contractibilidad, unicoheren-
cia, homogeneidad y aposindesis.

Para el segundo objetivo, abordaremos las posibles relaciones entre las
siguientes afirmaciones:

(1) feM;

(2) Culf) € M;
(3) C*(f) € M para cada K € 2%;
(4) C*(f) € M para algtin K € 2.



Donde M es alguna de las siguientes clases de funciones: casi monétonas,
atriodicas, confluentes, union, ligeras, monétonas, abiertas, OM, pseudo-con-
fluentes, quasi-mondtonas, semi-confluentes, fuertemente libremente descom-
ponibles, débilmente confluentes y débilmente mondtonas.



Métodos

La mayor parte de la conduccién del trabajo de investigacion se realizara
en la Facultad de Ciencias de la Universidad Auténoma del Estado de Méxi-
co (UAEMéx), bajo la direccion del tutor académico Dr. Enrique Castaneda
Alvarado y como tutores adjuntos, el Dr. Jos¢ Guadalupe Anaya Ortega y
el Dr. Norberto Ordonez Ramirez. La Facultad de Ciencias de la UAEMéx,
cuenta con una biblioteca, que contiene una colecciéon de libros especializados
en el drea en que se va a realizar la investigacion. El tesista podré hacer uso
de esta, asi como del laboratorio de computo con el que se cuenta, mismo que
esta equipado con diversas computadoras con acceso a la red y con paqueteria
diversa que permite, entre otras cosas, la preparaciéon automatizada de docu-
mentos cientificos (TEX). El tesista tendra acceso a una oficina compartida
en la Facultad de Ciencias de la UAEMéx, en donde podréa realizar su trabajo
de tesis, bajo una supervision cercana del tutor académico y tutores adjuntos.

Al inicio de las actividades, el tesista llevara dos cursos que son funda-
mentales para la investigacion los cuales son: Temas Selectos de Teoria de
Continuos y Temas Selectos de Topologia. Asi mismo, cursaré Actividades de
Investigacion de Doctorado del I al VI, en donde se desarrollaré el material
que compondra la tesis y en donde se indicara el trabajo matematico que el
tesista tendra que realizar por su propia cuenta con el fin de asimilar, depurar
y aplicar correctamente los conceptos que conformaran su tesis de doctorado.
Con el fin de que el tesista alcance la madurez matematica necesaria que le
permita hacer mejor uso de las capacidades aprendidas, en la parte interme-
dia y final de su trabajo, el tesista realizara actividades de investigacion que
completen y complementen su trabajo de tesis. Estas actividades se reporta-
ran al comité tutorial de manera semanal. Posteriormente, los resultados de
investigacion se publicaran en revistas indizadas.
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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir algunos conceptos bésicos y
propiedades que usaremos a lo largo de este trabajo, algunos otros concep-
tos y propiedades las iremos mencionando segiin sea necesario. Asi mismo,
dedicamos una secciéon de este capitulo a la introducciéon del hiperespacio

o (X).

1.1. Continuos e Hiperespacios

Esta seccion es dedicada a conceptos basicos de Teoria de Continuos e
Hiperespacios. También mencionamos algunos resultados, cuyas demostra-
ciones son omitidas, no obstante se da una referencia para su consulta.

Continuos

A continuacion damos la definicion de continuo, que es base de este tra-
bajo, no sin antes mencionar que la definiciéon original de continuo, fue dada
por G. Cantor en 1883 que dice que, un continuo es un subconjunto perfecto
(es decir, cerrado y denso en si mismo) de un espacio euclidiano.

Notacién y Terminologia General

= Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un
subcontinuo es un subconjunto de X el cual es un continuo.
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Un espacio topologico X es localmente conexo en x € X, si para cada
abierto U de X tal que xz € U, existe un abierto conexo V de X tal que
x € V C U. Diremos que es localmente conexo, si es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

Un continuo de Peano es un continuo localmente conexo.

Un continuo X es conezro en pequeno en p si, cada vecindad de p con-
tiene una vecindad conexa de p.

Un continuo X es descomponible, si se puede escribir como la uniéon de
dos subcontinuos propios; y diremos que es hereditariamente descom-
ponible si cada subcontinuo no degenerado es descomponible.

Un continuo X es indescomponible, si no es descomponible; y es here-
ditariamente indescomponible, si cada subcontinuo de él es indescom-
ponible.

Un continuo X es unicoherente, si para cualesquiera subcontinuos A y
B de X tales que X = AU B, se cumple que AN B es conexo; y es he-
reditariamente unicoherente, si cada subcontinuo de X es unicoherente
(es decir, si la interseccion de cualesquiera dos subcontinuos de X es
conexa).

Dado un subconjunto A de un espacio topoldgico X, denotamos la
cerradura, el interiory la frontera de A por Clx(A), Intx(A) y Bdx(A),
respectivamente.

Al conjunto de los enteros positivos lo denotaremos por N.

Los siguientes, son algunos ejemplos de continuos, que usamos a lo largo
de este trabajo.
Un arco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo unitario I = [0, 1].

Una curva cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo a la circunfe-
rencia unitaria S* = {(z,y) € R*: 2? + y* = 1}.

Sean € N con 3 < n < oo, un n-odo simple es un continuo homeomorfo al
subespacio del plano euclidiano que resulta de unir con segmentos de recta,
el punto (0,1) con los puntos (1,0), (2,0),...,(n,0).
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El abanico armonico es un continuo homeomorfo al continuo que se ob-
tiene al unir con segmentos de recta, el punto (0,1) con los puntos (0,0) y
(%,O), para cada n € N.

Un disco es cualquier espacio homeomorfo a
D? ={(z,y) e R? : 2* +¢y* < 1}

Dado n € N con n > 2, una n-celda es un espacio homeomorfo al pro-
ducto I" = [[_, I;, donde I; = [0,1] para cada j € {1,...,n}. Notemos que
una 2-celda es un disco.

Un cubo de Hilbert es cualquier espacio homeomorfo al producto nume-
rable I* = H;X:’l I; con la topologia producto, donde I; = [0, 1] para cada
jeN.

Notacién. Denotamos por Y ~ Z, si Y y Z son dos espacios topologicos
homeomorfos.

Espacio Cociente

Dado un continuo X, una forma de obtener otros continuos es pegar o
identificar algunos de sus puntos. Esta idea intuitiva es la del espacio cocien-
te. Antes de dar la definicion, necesitamos de lo siguiente:

Una descomposicion (o particion) de un espacio topologico (no vacio) Z,
es una coleccion de subconjuntos no vacios de Z ajenos entre si y cuya uniéon
es /.

Sean Z un espacio topolégico y D una descomposicion de Z. La familia
7(D) ={U CD:q *(U) es un subconjunto abierto de Z}

es una topologia para D llamada topologia cociente, en la cual la funcion
q : Z — D esta definida como ¢(z) = D, donde D es el tnico elemento de
D tal que z € D, llamada funcion cociente. El espacio (D, 7(D)) es llamado
espacio cociente.

Observacion 1.1.1. [I7, 1.2, p. 121] La topologia 7(D) es la topologia mds
grande que hace que la funcion q sea continua.
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El espacio cociente (D, 7(D)) también se conoce como espacio de descom-
posicion o espacio de identificacion de Z, o simplemente una descomposicion
de Z.

El siguiente ejemplo muestra que las descomposiciones de continuos, no
necesariamente son continuos.

Ejemplo 1.1.2. [37, p. 37] Sea X = [—1,1] y sea D la particion cerrada de
X dada por

D={{z,—a}:—1<z<1}U{{-1}{1}}.

Entonces, el espacio de descomposicion (D, 7(D)) no es de Hausdorff, por lo
tanto no es metrizable.

Sean Z un espacio métrico y D una descomposiciéon de Z. Decimos que
D es semicontinua superiormente, si para cada elemento D € D y cada sub-
conjunto abierto U de Z con D C U, existe un subconjunto abierto V' de Z
con DCVytalquesiAe Dy ANV # (), entonces A C U.

La siguiente proposiciéon da una forma equivalente de considerar a las
descomposiciones semicontinuas superiormente.

Proposicion 1.1.3. [37, Proposicion 3.7, p. 39] Sean (Z,T) un espacio to-
pologico, D una descomposicion de Z, y sea q : Z — D la funcion cociente.
Entonces, D es una descomposicion semicontinua superiormente si y solo i,
q es una funcion cerrada.

Una de las condiciones adicionales sobre la descomposiciéon para que el
espacio cociente resultante sea un espacio métrico es que la descomposicion
sea semicontinua superiormente, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1.4. [37, Teorema 3.9, p. 40] Sea Z un espacio métrico compac-
to. Si D es una descomposicion semicontinua superiormente de Z, entonces
D es metrizable.

Como consecuencia de la invarianza de la conexidad y la compacidad bajo
funciones continuas y del Teorema [1.1.4] se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.1.5. Sea X un continuo. Si D es una descomposicion semicon-
tinua supertormente de X, entonces D es un continuo.
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En los siguientes ejemplos, mostramos como apartir de un continuo po-
demos obtener nuevos continuos identificando algunos de sus puntos.

1. En I? definimos D; = {{(0,1 —y),(1,y)} : 0 <y < 1} U {{(z,y)} :
0 <x<1,0<y <1} Notese que D; es una descomposicion semi-
continua superiormente de I2. Por el Teorema , el espacio cociente
(Dy,7(D1)) es un continuo, el cual se conoce como banda de Mdbius.

2. En I? consideremos Dy = {{(0,9), (1,y)}: 0 <y < 1}U{{(z,y)}: 0 <
x < 1,0 <y < 1}. Por el Teorema|l.1.5, el espacio cociente (Da, 7(Ds))
es un continuo, llamado cilindro.

Teorema 1.1.6. Sean Z un espacio métrico y compacto, y A un subconjunto
cerrado no vacio de Z, consideremos la siquiente descomposicion de Z :

Dy={{z}:2€e Z—-A}U{A}.

Entonces, el espacio cociente (Da, 7(Da)) es un espacio métrico con la topo-
logia cociente.

Demostracion. Obsérvese que D es una particién semicontinua superiormen-
te. Por el Teorema[L.1.4] (D4, 7(D4)) es un espacio métrico. O

Notacion. El espacio cociente (D, 7(Da4)) del Teorema [1.1.6] se le denota
comunmente por Z/A.

Como consecuencia inmediata del Teorema de la Proposicion [1.1.3],
Teorema y de la continuidad de la funcion cociente, tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.1.7. Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X.
Entonces

(1) X/A es un continuo.

(2) q: X — X/A es una funcion cerrada.

Hiperespacios

La Teoria de Hiperespacios de Continuos nace aproximadamente en la
década 1910-1920. Esta teoria tiene sus inicios con los trabajos de F. Haus-
dorff [19] y L. Vietoris [39]. Dado un espacio topologico X, el hiperespacio



16

2% de todos los subconjuntos no vacios y cerrados de X, fue introducido por
L. Vietoris en 1922. En general, un hiperespacio es una colecciéon de subcon-
juntos de X, con alguna caracteristica particular.

Los hiperespacios de un continuo X mas estudiados son:
2¥ ={AC X : A#(y cerrado};
C(X)={A€2% : Aes conexo};
Co(X)={A € 2% : Atiene alo méas n componentes};
F(X)={A€2% : Atiene alo mis n elementos}, para cada n € N.

Al conjunto 2% lo dotamos con la topologia inducida por la métrica de Haus-
dorff (definida mas adelante). Notemos que C(X), C,(X) v F,(X) estan
contenidos en 2%, de lo cual, podemos considerar a cada uno de ellos con la
topologia heredada de 2%,

Observacion 1.1.8. = C(X) = C1(X).
« Fi(X)={{pt€2¥ :pe X}.
» F(X) C Fop1(X) para toda n € N.
» Ch(X) C Chi1(X) para toda n € N.

Los siguientes son algunos modelos clasicos de hiperespacios que aparecen
en la literatura.

e El hiperespacio de subcontinuos del intervalo I es el conjunto
Cl)y={AcCIl:A=1a,0],0<a<b< 1}

el cual es homeomorfo al conjunto {(a,b) : 0 < a <b <1} C R? (ver
Figura[L.1]), la demostracion se puede consultar en [24, Ejemplo 5.1, p.
33,

e El hiperespacio de subcontinuos de una curva cerrada simple St es el
conjunto

C(S') = {A C S': Aesun punto, o un arco, o S'}

el cual es homeomorfo a un disco (ver Figura[l.2), la demostracion se
puede consultar en |24, Ejemplo 5.2, p. 35].



17

C((0,1])

Figura 1.1: Hiperespacio C(I).

Figura 1.2: Hiperespacio C'(S%).

e Si X es un continuo localmente conexo en el que todos los arcos tienen
interior vacio, entonces C,,(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert, para
todo n, véase [30, Teorema 7.1, p. 250].

e El hiperespacio Cy(I) es homeomorfo a [0, 1]*, véase [22, Lema 2.2, p.
349] (esto es un resultado de R. M. Schori).

e El hiperespacio C(S?) es homeomorfo al cono sobre una “dona rellena”,
el cual no se puede construir en R? si no en R*, véase [23].

Sean X un continuo con métrica d y € > 0. Consideremos z € X y A € 2%,
definimos en X la bola abierta de radio € y centro x como el conjunto

Bi(z)={y € X : d(z,y) < €},
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y la nube de radio € alrededor de A como

Na(A,e) = | ] B(x).

T€A

Dotamos al hiperespacio 2% con la métrica de Hausdorff, Hy, véase |24, De-
finicion 2.1, p. 11|, definida de la siguiente forma: Para cada A, B € 2,

Hy(A,B)=inf{e >0 : AC Ny(B,e)y B C Ny(A, e)}.

Por otro lado, podemos definir otra topologia para 2% de la siguiente
forma.
Dada cualquier cantidad finita de subconjuntos Uy, ..., U, de X, definimos
(Uy,...,U,) como el conjunto

{Ac2¥ . AcC UU“ ANU; # 0, paracadai=1,...,r}.
i=1
Teorema 1.1.9. [2], Teorema 1.2, p. 3] Dado X un continuo. La familia
{{Uy,...,U,) : paracadai € {1,...,r}, U; es un abierto de X, r € N}
es una base para alguna topologia sobre 2.

La topologia definida en el Teorema [1.1.9] se llama topologia de Vietoris
para 2% y la denotamos por Ty .

Teorema 1.1.10. [Z2], Teorema 3.2, p. 18] Si X es un continuo, la topologia
inducida por la métrica de Hausdorff, Ty,, y la topologia de Vietoris, Ty para
2% coinciden.

Notacion. Dado n € N, denotamos (U, ..., U,) NC,(X) por (Ui, ..., U ).

Teorema 1.1.11. Sean X un continuo yn € N. Entonces los siguientes son
ciertos:

(a) 2% es un continuo (32, Corolario 1.8.9, p. 62]).
(b) Cn(X) es un continuo (|32, Corolario 1.8.12, p. 62]).

(¢) Fn(X) es un continuo ([32, Corolario 1.8.8, p. 63]).
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Algunas de las herramientas de gran utilidad en los hiperespacios 2% y
C,(X) son los arcos ordenados y las funciones de Whitney que definimos a
continuacion.

Dado un continuo X, sean A, B € 2%. Un arco ordenado de A a B es
una funciéon continua o : I — 2% tal que o(0) = A, (1) = B, y ar)
es un subconjunto propio de «(s) cuando r < s. La definicién y existencia
pueden consultarse en [35, Definiciéon 1.2, p. 57| y [35, Teorema 1.8, p. 59],
respectivamente.

Teorema 1.1.12. [35, Teorema 1.8, p. 59] Dado X un compacto y sean A,
B € 2% tales que A C B. Entonces, existe un arco ordenado de A a B en
2% siy sélo si A C B y cada componente de B intersecta a A.

Sean X un compacto y H C 2%. Una funcion de Whitney para H es una
funcion continua p : ‘H — [0, 00) que satisface las siguientes condiciones:

1. u(A) < u(B) para cualquier A, B € H tales que A C By A # B;
2. u(A)=0siysolosi AecHnNFEF(X).

Teorema 1.1.13. [2], Teorema 13.4, p. 107] Si X es un espacio metrizable
compacto y no vacio, entonces existe una funcion de Whitney para cualquier
hiperespacio de X .

Las funciones inducidas son herramienta que relacionan hiperespacios de
continuos. A continuacion damos la definicién de funcion inducida.
Una funcién entre continuos f : X — Y induce una funcién natural f* :
2X — 2Y definida por

f*(A) = f(A) para todo A € 2X

Asi, si H(X) € {2%,C(X), F,(X),Cn(X)}, entonces la funcién inducida
H(f) : H(X) = H(Y) es la funcion H(f) = f*|u(x), véase [24, Defini-
cion 77.1, p. 381].

Por |24 Lema 13.3, p. 106] tenemos la siguiente observacion.

Observacion 1.1.14. La funcion inducida f* es continua. Ademds, H(f)
es una funcion continua.
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1.2. El hiperespacio C,(X)/C, (X)

En esta seccion recordamos brevemente algunos hiperespacios cociente
que ya han sido estudiados, asi como quien los ha estudiado e introducimos
el hiperespacio cociente C,,(X)/C,, (X) que es nuestro objeto de estudio.

Uno de los primeros hiperespacios cociente se define en el ano 1979 por
Sam B. Nadler, Jr. en [36], este es llamado hiperespacio suspension del con-
tinuo X y se define como el espacio cociente

HS(X) = C(X)/F(X).

Mas tarde, en el ano 2004, R. Escobedo, M. de J. Lopez y S. Macias ex-
tendieron el estudio del hiperespacio suspension en [18]. En el mismo afio,
S. Macias generaliz6 el estudio del hiperespacio suspension, considerando el
espacio cociente

HSn<X) = Cn(X>/Fn(X)a

llamado el n-ésimo hiperespacio suspension de X en [31], continuando con el
estudio de este hiperespacio en 2006, véase [33].
Para el ano 2008, J. C. Macias en [27] analizo el espacio cociente

PHSH(X) = Cn(X)/Fl(X)7

llamado el n-ésimo pseudo-hiperespacio suspension de X.
El trabajo més reciente es del afio 2016, J. Camargo y S. Macias en [10]
consideraron el espacio cociente

C1(X) = Cu(X)/C1(X).

Siguiendo esta linea de investigacion, definimos un nuevo espacio cociente,
para el cual estudiamos algunas de sus propiedades en el siguiente capitulo.

Sean X un continuo y H(X) € {2%,C,(X), F,(X)} con n € N. Dado K
un subconjunto cerrado de X, el conjunto

(AeH(X): K C A}

denotado por Hy (X) se conoce como el hiperespacio contencion para K en

H(X).
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Observacion 1.2.1. Sean X un continuo y n € N. Entonces, F,,.(X) # 0
si y solo si |[K| < n.

Proposicion 1.2.2. Sean X un continuo, K un subconjunto cerrado de X
yn € N. Si H(X) € {2%,C.(X), F.(X)}, entonces Hi(X) es cerrado en
H(X).

Demostracion. Dado que 2% N H(X) = Hx(X), basta mostrar que 2% es
cerrado. Sea B € 2% — 2% como K ¢ B, existe kg € K — B. Sean U y V dos
abiertos ajenos tales que kg € Uy B C V. Entonces B € (V) y (V)N2x% = 0.
Asi, 2% — 2% es abierto. O

Proposicion 1.2.3. Sean X un continuo y n € N. Si K un subconjunto
cerrado de X, entonces F,,. (X), Cpn,.(X) y 2% son conezos.

Demostracion. Veamos que F, . (X) es conexo. Por la Observacion te-
nemos que |K| < n. Si |[K| = n, entonces |F,,.(X)| = 1, con lo cual
F,.(X) es conexo. Supongamos que |K| < ny sea A € F,, (X) tal que
A # K. Sea |l = |A — K|, definimos una funcién f : X! — F, . (X) da-
da por f(zy,...,2;) = K U {xy,...,2;}, la cual es continua. Notemos que
K, A€ f(X") y f(X") es conexo. Como A es arbitrario, F},, (X) es conexo.
Ahora, veamos que 2% es conexo. Sea A € 2%, notemos que X € 2% pues
K C AC X. Por el Teorema[1.1.12] existe o : I — H(X) un arco ordenado
de A a X tal que K C A C a(t) C X para cada t € (0,1). Por lo que,
a(I) € 2. De que A es arbitrario, 25 es conexo. La prueba de que C,,, (X)

es conexo, es similar a la de 2:. O

A continuacion definimos en general otros hiperespacios cociente que
abren un amplio campo de estudio.

Sean X un continuo y K un subconjunto cerrado de X. Dado H(X) €
{2%,C(X), F,,(X)} con n € N, definimos el espacio cociente

H(X)/Hi(X)
con la topologia cociente.

Teorema 1.2.4. Sean X un continuo, K un subconjunto cerrado de X yn €
N. Si H(X) € {2%,C.(X), F,(X)}, entonces H(X)/Hx(X) es un continuo
y la funcion cociente q : H(X) — H(X)/Hkx(X) es cerrada.
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Demostracion. Por el Teorema H(X) es un continuo. De la Propo-
sicion [1.2.2] Hy (X) es un subconjunto cerrado de H(X). Asi, por el Coro-
lario [1.1.7, H(X)/Hk(X) es un continuo y la funcion cociente ¢ : H(X) —
H(X)/Hr(X) es cerrada. O

En el resto de este trabajo, estudiamos algunas propiedades del espacio
cociente C,,(X)/C,, (X), dicho espacio es el motivo por el cual se desarrolla
este proyecto de tesis. Cabe mencionar que este espacio cociente se agrega a
la lista mencionada al comienzo de esta seccion.

Para su estudio convenimos la siguiente notacion.

Notacién. Sean X un continuo, K € 2¥ y n € N.
» Denotamos por C}(X) al espacio cociente C,,(X)/C, (X).
w7 Cn(X) — C%(X) denota la funcion cociente.
n O = (Coye (X)),

Observacion 1.2.5. Sean € N. Si K = X, entonces C}(X) es homeomorfo
a Cp(X).

Como una consecuencia de la definicion de 73, se tiene el siguiente resul-
tado.

Proposicién 1.2.6. Sean n € N y K € 2X. Entonces
Ticlon(x)=Cnpo (%) Ca(X) = Cp (X) = CR(X) — {C5 .}

es un homeomorfismo.



Capitulo 2

Propiedades Topologicas del
espacio U (X)

En este capitulo abordamos algunas propiedades topologicas del hiper-
espacio O (X)) como lo son: conexidad, conexidad local, arco disconexidad,
contractibilidad, unicoherencia, aposindesis y dedicamos una seccién al estu-
dio de C'(X) cuando X es una gréfica finita.

2.1. Conexidad

Teorema 2.1.1. Si X es un continuo y n € N, entonces Cj-(X) es un
continuo arco conexo para cada K € 2X.

Demostracion. Sea K € 2%. Por [30, Teorema 3.1, p. 240], C,,(X) es un

continuo arco conexo. Ademés, mx es una funcién continua. Entonces C7(X)
es un continuo arco conexo. [l
Lema 2.1.2. Sean X un continuo, K € 2X yn € N. $i C,,(X) — C,,,.(X) es

localmente conexo, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Sea x € X. Supongamos que =z ¢ K, sea V un subconjunto
abierto de X tal que x € V. Asi, W = V N (X — K) es un subconjunto
abierto de X que contiene a z, con lo cual {z} € (W), C C,(X) — Cy,. (X).
Como C,,(X) — C, (X) es localmente conexo, existe un abierto conexo U C
Cn(X) = Cp i (X) tal que {2} € U C Clg,(x)(U) C (W),. Consideremos
H = JCle,x)(U). Por [35, Lema 1.49, p. 102|, H es un subcontinuo de X.

23
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Notemos que z € H C W C V. Sea ¢ > 0 tal que BZ({z}) N C,(X) CU. Si
y € B(x), {y} € BI{2})NC,(X) CU. Asf, {y} € U y y € H. Entonces,
relntx(H)cWcCV.

Ahora, supongamos que x € K y K ¢ Fj(X), entonces existe z € K tal
que z # x. Sea V un subconjunto abierto de X tal que = € V. Como
W =V N (X —{z}) es un subconjunto abierto de X que contiene a z, se
tiene que {z} € (W), C C,(X) — C,(X). Entonces, podemos proceder
como antes.

Finalmente, si {x} = K, por [37, Corolario 5.13, p. 78| y el argumento previo,
X no puede ser conexo en pequeno en un solo punto. Entonces, X es conexo en
pequeno en cada uno de sus puntos. Por lo tanto, X es localmente conexo. [J

Teorema 2.1.3. Sean n € N y K € 2%X. Entonces, X es un continuo de
Peano si y sélo si CE(X) es un continuo de Peano.

Demostracion. Si X es localmente conexo, por [30, Teorema 3.2, p. 240]
C,(X) es localmente conexo. Por el Teorema 7% es una funcioén conti-
nua y cerrada. Entonces, por [37, Proposicion 8.16, p. 127, C(X) es local-
mente conexo.

Ahora, supongamos que C7(X) es localmente conexo, entonces Cp(X) —
{CX } es localmente conexo. Asi, por la Proposicion [1.2.6, C\,(X) — Cy, . (X)
es localmente conexo. Por el Lema [2.1.2] X es localmente conexo. O

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema [2.1.3]

Corolario 2.1.4. Sea X un continuo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. X es un continuo de Peano;

X) es un continuo de Peano para cada n € N y cada K € 2%;

Cr(X)

C(X) es un continuo de Peano para algin n € N y cada K € 2%;

C™(X) es un continuo de Peano para cadan € N y algin K € 2%;
w(X)

LIS NG S
Q

X) es un continuo de Peano para algin n € N y algin K € 2%.

Teorema 2.1.5. Sean X un continuo yn € N. Si K € 2% — Fy(X), entonces
Co(X) — Ch i (X) es conexo.
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Demostracion. Sea K € 2% — Fy(X). Notemos que C,,,. (X)NF;(X) = . Sea
A e Ch(X) — Cy (X), supongamos que A=A U---UA, conl<m<n.
Consideremos a; € A; para cada i € {1,...,m}. Por el Teorema ,
existe un arco ordenado « : [0,1] — C,(X) tal que a(0) = {a,...,am}
y a(l) = A. Como K ¢ A, existe ky € K — Ay K ¢ aft) para cada

€ [0,1]. Como K ¢ F;(X), supongamos sin perdida de generalidad que
a; € KNa(0). Para cadai € {1,...,m — 1}, sea v; : X — C,(X) definida
por v;(z) = {x} U (a(0) — {a,...,a;}). v esta bien definida y es una funcion
continua. Ademas, {ko,a1} ¢ ~vi(z) para cada i € {1,...,m — 1} y cada
x € X. Entonces, I'; = ~;(X) es conexo y I'; € C,(X) — C,,.(X). Como
a(0) — {ay,...,a;_1} € T,y NT; para cada i € {2,...,m — 1}, entonces
I' = U,'T; es un subconjunto conexo que contiene a a(0) y {a,}. Asi,
a([0,1]) UT U Fi(X) es un subconjunto conexo de C,(X) — C,,(X) que
contiene a A. En otro caso, si K N «a(0) = (), entonces el argumento anterior
muestra que existe un subconjunto conexo £ de C,,(X)—C,,. (X) que contiene
aAy LNF(X)#0. Por lo tanto, C,,(X) — C,

i (X)) €es conexo. O

2.2. Arco disconexidad

En esta seccion consideramos cuando un punto arco desconecta a Cp(X).

Teorema 2.2.1. Sean X un continuo, n € Ny K € 2%. Si A € C(X) —
Ck(X), entonces C%(X) — 7 (C,(A)) es arco conezo.

Demostracion. Como A € C(X) — Ck(X), por [30, Teorema 6.1, p. 246],
tenemos que C,,(X) — C,(A) es arco conexo. Asi, 75 (C,(X) — Cn(A)) =
C(X) — 7x(Ch(A)) es arco conexo. O

Teorema 2.2.2. Sean X un continuo,n € N y K € 2X. Si A € C(X) —
{CX } tal que Ci(X) — {A} no es arco conexo, entonces (w3 )~ (A) es co-
nezxo.

Demostracion. Sea A € Cp(X) — {C; }. Entonces, (1) ' (A) € Ch(X).
Como (7)™ (CR(X) = {A}) = Co(X) = {(m5) " (A)} ¥ Ci(X) — {A} no es
arco conexo, Cy,(X) — {(m% )71 (A)} no es arco conexo. Asi, por [30, Teorema
6.2, p. 246, (m%)"*(A) es conexo. O

Teorema 2.2.3. Un continuo no degenerado X es indescomponible si y solo
si para cada n € N, Cp(X) —{CX } no es arco conexo para cada K € 2%.
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Demostracion. Sea K € 2%. Sean x y y puntos en diferentes composantes
de X. Como X es un continuo indescomponible, para cada funciéon continua
a:[0,1] = C,(X) tal que a(0) = {x} y a(1) = {y}, existe ty € [0, 1] tal que
K C a(ty). Por lo que, a(ty) € Cp (X). Asi, a([0,1]) ¢ Cp(X) — Cp o (X).
Por la Proposicion concluimos que C%(X) — {CX } no es arco conexo.
Inversamente, supogamos que existen X; y X, subcontinuos propios de X
tales que X = X; U X,. Consideremos r € X; — X5 y ¢ € X5 — X;. Por la
Proposicion [1.2.6] es suficiente probar que C,,(X) — C,, (X) es arco conexo
cuando K = {r, ¢}. Consideremos p € X; N Xy, notemos que {p} € C,(X) —
Crp(X). Sea A € C,(X) — C,, . (X). Supongamos que A = A, U---U A,
con 1 < m < n donde A; € C(X) para cada i = 1,...,m, sin perdida de
generalidad podemos asumir que existen 1 < s <t < m tales que:

(a) A; C X; donde 1 <1 <s,
(b) Ay C Xy donde s+1<1<ty,
(c) ANXiNXy)#Dy A ¢ X; paracadai=1,2donde t +1 <1 < m.

Caso (a). Construiremos un arco de A a {p} U (J;~, 1 As). Como C,(X1) es
arco conexo y Ay U---U A, {p} € Cs(Xy), existe a : [0, 1] — Cs(X7) un arco
tal que a(0) = Ay U--- U As y o(1) = {p}. Ahora, sea v, : [0,1] — C,(X)
una, funcion definida por 71 (t) = a(t) U (U;L,,, As). Entonces 71 esta bien
definida y es continua. De que ¢ ¢ X1, K ¢ «a(t) para cada t € [0,1]. Ademas,
A1 =71([0,1]) es un arco que contiene a Ay {p} U (U, 4i).

Caso (b). Construimos un arco de {p} U (U;",,; As) a {p} U (U1 Ai).
Como Cy_4(Xs) es arco conexo y Agi1 U -+~ U Ay, {p} € Ci_4(Xy), existe
B :[0,1] = C;_s(X3) un arco tal que 5(0) = A;y U---U Ay B(1) = {p}.
Definimos 7, : [0, 1] = Cyn(X) por ¥2(t) = S(t) U{p} U (UZ,,; Asi). 72 es una
funcion continua. De que r € X, K ¢ (3(t) para cada t € [0,1]. Ademas,
Az = 72([0,1]) es un arco que contiene a {p}U(J;~ .1 As) y {pFUU;L 1 Ai)-
Notemos que {p} U UZSH A; € Ay N As, entonces A; U As es arco conexo.
Caso (c). Vamos a construir un arco de {p} a {p} U (U;~, ; 4;). Para cada
je{t+1,...,m} elegimos a; € A; N X;. Existe n : [0,1] = C,(X) un
arco ordenado tal que 7(0) = {ati1,...,am} y n(l) = Ay U--- U A,,.
Notemos que K ¢ n(t) para cada t € [0, 1]. De que C,,_+(X7) es arco conexo
Vv {aii1, .., ant, {p} € Cr_t(Xy), existe un arco 1y : [0,1] = Cy—¢(X7) tal

que no(1) = {aeer, ... am} y m0(0) = {p}. Sea 73 : [0,1] — C(X) definida
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por

B o(20) U{p}, site0,3],
7s(t) = { 77(7]215 —1) Up{p}, site (11

73 es una funciéon continua. Ademas, K ¢ ~3(t) para cada t € [0,1]. Con lo
cual A3 = 73([0,1]) es un arco tal que A3z C C,(X) — C,,(X) que contiene
a{p}y{ptu (Ul'itﬂ A;).

Notese que {p} U (2,1 Ai) € As N (A U Ay), entonces A; U Ay U As es
arco conexo.

Ahora, si KN A =0, entonces A; U Ay U A3 es un subcontinuo arco conexo
de C,(X) — Cy(X) conteniendo a {p} y A. Pero, si AN K # 0, existe
je{l,...,m} tal que A; N K # (. De que K ¢ A, podemos suponer que
r € A;. Asi, sin perdidad de generalidad podemos asumir que j = 1, o,
j=1t+1.5ij =1, se construyen A;, Ay y A; como antes. Y, para j =t+1,
se cosntruye el continuo A; U A; U A3 en el siguiente orden Az, As, y Ay para
evitar contener a K. De cualquier manera llegamos a una contradiccion. [

El siguiente teorema es consecuencia de [30, Teorema 6.6, p. 248|.

Teorema 2.2.4. Sea X un continuo. Entonces, para cualquier K € 2% las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) 2% /2% — {2k} no es arco conexo,
(2) Para cadan € N, Ci(X) —{CX } no es arco conexo,
(3) C(X)—{Ck} no es arco conexo.

Lema 2.2.5. Sean X un continuo y n € N. Consideremos U un conjunto
abierto de X y C' una componente de U. Entonces (C),, es una componente
del conjunto abierto (U),.

Demostracion. Dado que C' es conexo, (C), es conexo. Sean C una compo-
nente de (U),, que contiene a (C'),, y A € C. De que (C), N C(X) # 0, por
[20, Lema 1, p. 1578|, | JC C U es un subconjunto conexo que contiene a C.
Como C es una componente de U, A C | JC C C. Entonces, A € (C),,. Por
lo tanto, (C), =C. O

Sea Z un espacio topologico, denotamos por C(Z) al conjunto

{AC Z : Aesuna componente de Z}.
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Corolario 2.2.6. Sean X un continuo y n € N. Consideremos p € X y
A C X. Entonces, A € C(X —{p}) siy sdlo si (A)n € C(Cp(X) — Cpp,, (X))

Demostracion. Sea A € C(X —{p}). Por Lema[2.2.5] (A4), es una componente
de (X — {p})n. Como (X — {phn = Ca(X) — Cy(X), (A)n € C(Cu(X) —
Cy (X))

Ahora, sea A C X tal que (A), € C(C,(X) — Cy,,(X)). Entonces p ¢ A.
Consideremos D una componente de X — {p} tal que A C D. Tenemos que

(A)n C (D)y. De que (A), € C(Cr(X)=Cy,, (X)). Se sigue que, (A), = (D),

yA=D. ]

Corolario 2.2.7. Sean X un continuo y p € X. Entonces, |C(X — {p})| =
IC(C(X) = Cry(X))].

Teorema 2.2.8. Sean X un continuo, p : C(X) — [0,00) una funcion de
Whitney y K € C(X) — Fy(X). Si ty < u(K) cumple que u*(to) es arco
conexo, entonces C(X) — Ck(X) es arco conezo.

Demostracion. Sean A € C(X) — Ck(X) y B € u~*(to). Si p(A) = to, como
u1(ty) es arco conexo, existe un arco de A a B contenido en p~*(t).
Supongamos que p(A) < to. Existe un arco ordenado « : [0,1] — C(X) tal
que a(0) = Ay a(l) = X. Asi, tg € pu(a([0,1])) = [u(A), u(X)]. Por el
Teorema del Valor Intermedio, existe ¢ € (0, 1) tal que a(t) € u='(ty). Como
p~t(to) es arco conexo, existe un arco de a(t) a B. Entonces, existe un arco
v :[0,1] = C(X) de A a B. Notemos que p(y(s)) < to para cada s € [0,1] y
w(D) >ty para cada D € Ck(X). Con lo que v([0,1]) € C(X) — Ck(X).
Por otro lado, supongamos que p(A) > to. Sea a € A, existe un arco ordenado
52 [0,1]  C(X) tal que 5(0) = {a} y 5(1) = A. Asi, to € u(B(0,1])) =
(n({a}), u(A)]. Por el Teorema del Valor Intermedio, existe s € (0, 1) tal que
B(s) € pt(to). Notese que S([s,1]) NCx(X) = 0, de otra manera, K C 3(sq)
para algin sy € [s,1] y K C A, lo cual es una contradiccion. Como ' (tg)
es arco conexo, existe un arco entre §(s) y B. Entonces, existe un arco en

C(X) — Cg(X) de A a B. Por tanto, C(X) — Ck(X) es arco conexo. O

Como consecuencia del Teorema y de [24, Teorema 33.4, p. 248| se
tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.9. Sv X es un continuo encadenable por continuos y K &
C(X) — F1(X), entonces C(X) — Cx(X) es arco conexo.
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2.3. Celdas en el hiperespacio C}.(X)

Teorema 2.3.1. Sea X un continuo no degenerado y sea n € N. Entonces
C™(X) contiene una n-celda para cada K € 2%,

Demostracion. Sean K € 2% y x € K. Consideremos Ay, ..., A,, n subconti-
nuos no degenerados de X —{z} y disjuntos a pares. Para cada j € {1,...,n},
sean a; € A; y un arco ordenado «; : [0,1] — C(4;) tal que «;(0) = {a;}
y a;(1) = A;. Notemos que K ¢ «;(t) para cada j € {1,...,n} y cadat €
0, 1]. Entonces la funcion £ : [0,1]" — CE(X) definida por G((t1,...,t,)) =
i (ay(ty) U- - Uay(t,)) es un encaje de [0, 1]" en C7(X). O

Teorema 2.3.2. Sean X un continuo, n € N y K € 2%, §i X —{x} contiene
n subcontinuos descomponibles disjuntos a pares, para algin x € K, entonces
C(X) contiene una 2n-celda.

Demostracion. Sean My, ..., M,, n subcontinuos descomponibles de X —{z}
y disjuntos a pares. Supongamos que M; = A; U B;, donde A; y B; son
subcontinuos, para cada j € {1,...,n}. Por la prueba de (1.145) de [35],
podemos asumir que para cada j € {1,...,n}, A;N B, es conexo, A; — (A4; N
Bj) #0, B — (A;NB;) # 0,y [4; — (4; N By)|N[B; — (A; N By)] = 0. Para
cada j € {1,...,n}, sean «; : [0,1] = C(A;) v B, : [0,1] — C(B;) arcos
ordenados tales que «;(0) = A; N Bj, (1) = A;, 5;(0) = A, N B,y 5;(1) =
B;. Entonces la funcion v : [0,1]*" — Cp(X) dada por y(t1,...,t2,) =
T (Uj—y (@(taj—1) U Bj(tan))) es un encaje de [0, 1]** en Cp(X). O

2.4. Contractibilidad

Sean Y y Z espacios topologicos. Una funcién continua H : Y x [ — Z
es llamada homotopia. Si f,g:Y — Z son dos funciones continuas, diremos
que f es homotopica a g si existe una homotopia H : X x I — Z tal que
H(y,0) = f(y) y h(y,1) = g(y) para toda y € Y.

Un espacio topoldgico Z, decimos que es contrdctil si la funciéon identidad de
Z es homotopica a una funcién constante de Z en Z.

Teorema 2.4.1. Sean X un continuo y n € N. Entonces C,,,.(X) es con-
tractil para cada K € 2¥.

Demostracion. Sea K € 2%. Consideremos un arco ordenado « : [0,1] — 2%
tal que «(0) = K y a(1) = X. Sea H : C,,. (X)x[0,1] = C,(X) una funciéon
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definida por H(A,t) = «(t) U A. Probaremos que H(C,,(X) x [0,1]) C
Crp(X). Sean A € C,, (X) y t € [0,1]. De que K C A, por el Teorema
[1.1.12] cada componente de a(t) intersecta a K para cada t € [0, 1]. Entonces
cada componente de «(t) intersecta a A. Asi, a(t) U A tiene a lo més n
componentes, es decir, H esta bien definida. Por |24, Ejercicio 11.5, p. 91],
H es continua. Como H(A,0) = a(0)UA=Ay HA 1) =a(l)UA=X
para cada A € C,,.(X), tenemos que C,,, (X) es contractil. O

Teorema 2.4.2. Sea X un continuo y sea n € N. Consideremos las siguien-
tes afirmaciones:

(1) Co(X) es contrdctil;

(2) C(X) es contrdctil para cada K € 2°%;

(3) C(X) es contrdctil para algin K € 2%.
Entonces, (1) y (2) son equivalentes, y (2) implica (3).

Demostracion. (2) implica (3) es inmediato. Mostraremos que (1) implica
(2). Sea K € 2. Supongamos que C,,(X) es contréctil, entonces existe una
funcion continua H' : C,(X) x [0,1] — C,(X) tal que H'(A4,0) = Ay
H'(A,1) = X para cada A € C,(X). Sea H : C,(X) x [0,1] — C,(X)
definida por

H(At) = J{H'(A,5):0< s <t}

Por [35 Lema 16.3, p. 533], tenemos que H es una funcion continua. Obsér-
vese que H|{a}x[o,1) €s un arco ordenado de A a X para cada A € C,(X).
Afirmacion. H(C,, (X) x [0,1]) = Cy, (X).

Como C,,,. (X) = H(C,, (X) x{0}), entonces C,, . (X) C H(C,,(X) x[0,1]).
Ahora, sea A € C,,,.(X). De que H(A,0) = Ay H(A,0) C H(A,t) para cada
t € [0, 1], entonces K C A C H(A,t). Asi, H(A,t) € Cp,.(X).

Por otro lado, definimos una funcion G : C(X) x [0,1] — CR(X) por
G(At) = 7 (H((m%)7*(A),t)) la cual es continua y ademds para cada
Ae Cl(X), G(A0) = Ay G(A 1) = CX . Entonces, Ct(X) es contréctil.
Asi, (1) implica (2).

Para mostrar que (2) implica (1). Notemos que para K = X, por la Obser-
vacion [1.2.5, C(X) es homeomorfo a C,(X). Como Cp(X) es contractil,
Cn(X) es contractil. Con lo que (2) implica (1). O
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Dado un continuo X, denotamos por Cs(X) al conjunto J7, Cpn(X).
Por el Teorema [2.4.2] [30, Teorema 3.7, p. 241] y [30, Teorema 8.7, p. 254|
concluimos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3. Sea X un continuo. Dado n € N, entonces las siguientes
son equivalentes.

(1) 2% es contrdctil;

(2) Cn(X) es contrdctil;

(3) Coo(X) es contrdctil;

(4) C(X) es contrdctil;

(5) C(X) es contrdctil para cada K € 2.

Un continuo X tiene la propiedad de Kelley siempre que para cualquier
€ >0, existe § > 0 tal quesia,b € X, d(a,b) <,y Ae C(X)tal quea € A,
entonces existe B € C(X) tal que b € B 'y Hy(A, B) < €. Decimos que un
continuo X es suave en un punto p € X si para cada € > 0, existe § > 0 tal
que para cada x € X, cada subcontinuo M que contiene a p tal que x € M
y cada y € X que satisface d(z,y) < 0 existe un subcontinuo L que contiene
aptal quey € L'y Hy(M,L) < e. Un continuo X es suave si este es suave
en algin punto.

Corolario 2.4.4. Si C,,(X) es un continuo suave y K € 2%, entonces para
cada n € N, CL(X) es contractil.

Demostracion. De que C,,(X) es un continuo suave, por [I3, Corolario 4.3.1,
p. 253|, X tiene la propiedad de Kelley. De [30, Corolario 3.8, p. 241|, C,,(X)
es contractil. Asi, C%(X) es contréactil por el Teorema [2.4.2] O

Un subconjunto (continuo) cerrado, no vacio y propio L de un continuo
X es llamado:

= un R'-conjunto (continuo) si existen, un conjunto abierto U que con-
tiene a L y dos sucesiones {C? }°°_;, i = 1,2, de componentes de U
tales que L = limsup C}, N lim sup C?;

» un R%-conjunto (continuo) si existen, un conjunto abierto U que con-
tiene a L y dos sucesiones {C!, 1 = 1,2, de componentes de U
tales que L =1lim C}, N lim C2;

(o]
m=1»
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» un R3-conjunto (continuo) si existen, un conjunto abierto U que con-
tiene a L y una sucesion {C),}>°_; de componentes de U tal que L =
liminf C,,.

Teorema 2.4.5. Sea n € N. Si un continuo X contiene un Ri-continuo,
i € {1,2,3}, entonces C,(X) contiene un R'-conjunto para i € {1,2,3},
respectivamente.

Demostracion. Supongamos que L es un R'-continuo en X. Por definicién,
existe U un conjunto abierto de X que contiene a L y hay dos sucesio-
nes {C' }>°_,, i = 1,2, de componentes de U tales que L = limsupC! N
lim sup C2.. Por el Lema 5, (C?), son componentes de (U),. Sea L =
lim sup(C1 )nN1lim sup(C?, > Entonces {{z} 2z € L} C Ly L escerrado. Sea

A€ L, para cada i = 1,2, sea {Al 32, una sucesion tal que lim Al = A,
Jj—oo

donde A}, € (Cy, ), Entonces A C L y Ae(U),. Asi, L C (U), y es un

R'-conjunto de C,,(X). La prueba para i = 2,3 es similar. O

Por [3, Corolario 3.3, p. 317| y el Teorema concluimos el siguiente
resultado.

Corolario 2.4.6. Sean € N. Si un continuo X contiene un R'-continuo con
i €{1,2,3}, entonces C,(X) no es contrdactil.

El siguiente resultado se obtiene como consecuencia del Teorema [2.4.2] y

el Corolario [2.4.61

Corolario 2.4.7. Sean € N. Si un continuo X contiene un R*-continuo con
i€{1,2,3} y K € 2%, entonces C7(X) no es contrdctil.

Los siguientes resultados dan otra prueba del Corolario [2.4.7]

Lema 2.4.8. Sean X un continuo, n € N y K € 2%. Para cada ¢ > 0,
TR (N (Cp (X),€) N Cr(X)) es un subconjunto abierto en C(X) que con-
tiene a Cy'

Demostracion. Como Ny (C,, (X),€) N C,(X) es un subconjunto abierto de
Cn(X) y ™% es una funcion cerrada. Entonces

T (Co(X) = (N1 (Crye (X), =
i (Cu(X)) = WK(NH(CHK(X)JE) n(X)) =
Cr(X) = mi (N (G (X), €) N G
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es cerrado de C%(X). Asf, 75 (Ng(Chy (X),€) N Cr(X)) es un subconjunto
abierto que contiene a CffK. [

Lema 2.4.9. Sean n € N y K € 2X. Si U es un subconjunto abierto en

Cn(X) tal que C,,.(X) C U, entonces T (U) es un subconjunto abierto en
Cp(X) tal que C; € m(U).

Demostracion. Dado A € mp(U), existe A € U tal que mx(A) = A. Si
A ¢ C,,.(X), existe un subconjunto abierto W de C,,(X) tal que A € W C
U —C,,.(X). Por la Proposicion m 7% (W) es un subconjunto abierto en
C(X) tal que A € T (W) C mx(U).

Si A€ Cy (X). De que C,,, (X) C U, existe € > 0 tal que Ny (C, (X),€) N
Cn(X) C U, entonces A € Ny(Cp, (X),€) N Cp(X). Por el Lema [2.4.8]

i (N1 (Coye (X),€) N Cu(X) C mic (U)

es un conjunto abierto en C7-(X). Por lo tanto, mx(U) es un subconjunto

abierto en Ct(X) tal que Cy € mx (U). O

Teorema 2.4.10. Sean n € N y K € 2%. Si un continuo X contiene un
R'-continuo, i € {1,2,3}, entonces C'+(X) contiene un R'-conjunto para
i € {1,2,3}, respectivamente.

Demostracién. Sea L un R'-continuo de X. Entonces, existen un subconjun-
to abierto U de X con L C U y dos sucesiones {C? }2°_; de componentes
de U con i = 1,2 tales que L = limsup C! N 1limsup C?. Consideremos dos
Casos.

Caso I. K ¢ L.

Seank; € K—Ly W = UN(X—{k1}). Notemos que L C W. Asi, existen sub-
sucesiones {C}, 172, v {Cr, }32, de {C},}e_; v {Ch )=y en W, respectiva-
mente, tales que L = limsup Cl Nlimsup C7, . De que (W),N Cy,, (X) =0,
por la prueba del Teorema [2.4.5) £ = lim sup(ij>n N lim sup(C’fn)n es un
R'-conjunto de (W),. Por la Proposicién [1.2.6]

T (L) = lim sup W§(<C$%>n) N lim sup wﬁ(((}’ﬁ%>n)

es un R'-conjunto en mx ((W),,).

Caso II. K C L.

Sea € > 0 tal que Ny(L,e) C U. Notemos que B (L) C Ng(C
y BH(L) N Cu(X) C (U)n. Sea W = (U),, U (N (Cpre(X),€) N n(X)) el

/-\
3
A
\_/
t‘f\
~—
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cual es un subconjunto abierto en C,(X) tal que C,, (X) C W. Por el
Lema [2.4.9) 7%(W) es un subconjunto abierto en C%(X) que contiene a
CX . Sea C}, la componente de 75 (W) que contiene a mg ((Cl,),) para cada
i = 1,2. Entonces, para cada i = 1,2, {C},}°°_; es una sucesion de 73 (W).
Asf, M = limsupC!, NlimsupC? es un R'-conjunto en 75 (W). La prueba
para ¢ = 2, 3 es similar. O

2.5. Unicoherencia y Homogeneidad

Sea f : X — Y un funciéon continua entre continuos, decimos que f
es mdnotona, si f~1(y) es conexo para cada y € Y, o equivalentemente, si
J/7Y(B) es conexo para cada subcontinuo B de f(X), véase [40, (2.2) Capitulo
VIII, p. 138].

Teorema 2.5.1. Sean € N. Si X es un continuo y K € 2%, entonces Ci-(X)
es unicoherente.

Demostracion. Por el Teorema T es una funcion cerrada. Notemos
que, también mx es moénotona. Asf, por [30, Teorema 4.8, p. 244| y [12]

Corolario 7, p. 211], tenemos que C-(X) es unicoherente. O

Teorema 2.5.2. 51 X' es un continuo homogéneo, entonces Cf, (X) es ho-
meomorfo a C’?q} (X) para cada p,q € X.

Demostracion. Consideremos p,g € X y h : X — X un homeomorfismo
tal que h(p) = ¢. Por [15, Teorema 46, p. 801|, la funcion inducida C,,(h) :
Ch(X) = C,(X) es un homeomorfismo tal que C,(h)({p}) = {¢}. Ademas,
si A € Cy,,(X), entonces Cy,(h)(A) € Cp,,(X). Asi, Cp(R)(Cpy,, (X)) =
Criy (X). Sean mf y 7 las funciones cociente a Cf\(X) y CF (X)), res-
pectivamente. De que g = 7T(‘]X o Cp(h) es una funcién cociente, entonces
[+ Oy (X) = € (X) es el homeomorfismo que induce la funcién cociente

g. Y el siguiente diagrama es conmutativo
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Pregunta 2.5.3. ;51 X es un continuo homogéneo yn € N, entonces C}(X)
es homeomorfo a C%(X) para cada A, B € C(X) (0 2X)?

2.6. Aposindesis

En esta seccion probaremos que para cada n € N, C7(X) es finitamente
aposindético para algin K € 2%.
Si el espacio topolégico Z es conexo. Diremos que un subconjunto S de Z es
un conjunto de corte si Z — S no es conexo. Un punto de corte de Z es un
punto p € Z tal que {p} es un conjunto de corte de Z.

Proposicion 2.6.1. Seann € N y p € X. Entonces, p es un punto de corte
de X siy solo si Cy, (X)) es un conjunto de corte de C,(X).

Demostracion. Si p € X es un punto de corte, entonces existen conjuntos
abiertos y disjuntos U, V tal que X — {p} = U U V. Dado que (U), y
(X —{p}, V), son conjuntos abiertos disjuntos y no vacios en C,(X), es su-
ficiente probar que C,(X) — Cy,, (X) = (U), U(X — {p},V)n.

Sea A € Cp(X) — Cy,,(X). Entonces p ¢ Ay A C X —{p} =UUV.
Si ANV # (), entonces A € (X — {p}, V), en otro caso, A € (U),. Asi,
Cu(X) = Coy (X) € (U, U (X — {ph. V).

Por otro lado, si A € (U), U (X — {p},V),, entonces A C U, o, A C
X—{p} =UUV y ANV # (. Asi, A C X — {p}, es decir, p ¢ A.
Entonces (U), U (X — {p},V)n C Co(X) — Cy,, (X). Por tanto, C,,, (X) es
un conjunto de corte de C,,(X).

Para el inverso, supongamos que X — {p} es conexo, entonces C,(X) —

Chy,y (X) = Co(X — {p}) es conexo. Esto es una contradiccién. Por lo tanto,
X — {p} no es conexo, y asi, p es un punto de corte de X. O

Corolario 2.6.2. Sean X un continuo, n € N y p € X. Entonces p es un

. . - ~NX n
punto de corte de X st y sdlo si C’n{p} es un punto de corte de C,, (X).

Un continuo X se dice ser colocalmente conexo en p € X, si p tiene una
base local de conjuntos abiertos cuyos complementos son conexos. X sera
colocalmente conexo, si X es colocalmente conexo en cada uno de sus puntos.

Proposicion 2.6.3. 5i X es colocalmente conexo en p € X, entonces p no
es un punto de corte de X.
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Demostracion. Supongamos que p es un punto de corte de X, entonces exis-
ten subconjuntos abiertos no vacios U y W de X tales que X —{p} = UUW y
UNW =0.Seanu € Uy w € W. Sea § = 3 min{d(p, u),d(p,w)} > 0. Como
X es colocalmente conexo en p, existe una base local de subconjuntos abier-
tos {Va}aes en p donde J es un conjunto de indices. Entonces existe o € J
tal que p € V,, C Bs(p). Asi, X — Bs(p) C X =V, C X —{p}. Como X —V,
es conexo, podemos asumir que X —V,, C U. Notemos que u,w € X — Bs(p).
Entonces, u,w € U y w € UNW. Esto es una contradicciéon. Por lo tanto, p
no es punto de corte de X. O

Teorema 2.6.4. Sean X un continuo yn € N. Si K € 2%, entonces C-(X)
es colocalmente conexo en A para cada A € Cie(X) —{Cx }.

Demostracion. Sea A € Ci(X) —{Cy }y sea A € C,(X) tal que m (A) =
A. Notemos que A ¢ C,,,.(X). Por [30, Teorema 5.1 p. 246|, existe una
base local de subconjuntos abiertos {V,}aecs de A cuyos complementos son
conexos. Podemos suponer que V,, C C,,(X) — C,, (X) para toda a € J. Por
la Proposicion , {7%X(V,)} es una base local de subconjuntos abiertos
de A. Como 73 (Cr(X) — Vo) = CH(X) — mx5(V,) es conexo, C7(X) es
colocalmente conexo en A. ]

Sean p,q € X, p # q. Decimos que X es aposindético en p con respecto
a q si existe un continuo M tal que p € Intx (M) y ¢ € X — M. Si para
cada ¢ € X — {p}, X es aposindético en p con respecto a ¢, entonces X es
aposindético en p. Si X es aposindético en cada uno de sus puntos, entonces
X es aposindético. X es finitamente aposindético siempre que para cada sub-
conjunto finito F' de X y cada punto z € X — F, existe un subcontinuo W
de X tal que z € Intx(W)C W C X — F.

Lema 2.6.5. Sean € N. Si X es un continuo y K € 2%. Entonces
(1) C(X) es aposindético en C,\ .
(2) Cp(X) es aposindético en A # C.Y  con respecto a cualquier B # Cyy .

Demostracion. (1) Sea A € Cp(X) con A # C . Como Cp(X) es un
espacio de Hausdorff, existen subconjuntos abiertos disjuntos 4l y U tales que
AeilyC €. Sean A, B € C,,(X) tales que m (4) = Ay 75 (B) = C; .
Entonces (7)1 (4) es un subconjunto abierto en C,(X) que contiene a A
y (%) 1) N C, (X) = 0. De que C,,(X) es colocalmente conexo por [30),
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Corolario 5.1, p. 246|. Existe un subconjunto abierto Uy tal que A € Uy C
(7)) y Cp(X)—U4 es un continuo. Notemos que C,,, (X) C Cp(X)—Uy,
asi, Cpt € 0 C my(Cr(X) —Uy). Entonces, C(X) es aposindético en C .
(2) Sean A, B € C}(X) con A # B. Supongamos que A y B son diferentes a
Cr . Sean A, B € C,(X) tales que 75 (A) = Ay 75 (B) = B. Como Cy(X)
es un espacio de Hausdorff, existen abiertos disjuntos i y U que contienen a A
y B, respectivamente. Asi, (7% )~1(0) es un subconjunto abierto que contiene
a B. Dado que C),(X) es colocalmente conexo, existe un subconjunto abierto
Vg tal que B € Vi C (1) (V) y W = C,,(X) —Vp es un continuo. Ademas,
A € (m%)7 1) € W. Entonces 73 (W) es un continuo en C7(X) — {B} tal
que A € Inten (x) (7 (W)) C me(W). O

Teorema 2.6.6. Si X es un continuo y n € N, entonces Ci-(X) es aposin-
dético para cada K € 2% — F1(X).

Demostracion. Sea A € C(X). Por el Lema [2.6.5 probaremos que C(X)
es aposindético en A con respecto a CX . Sea A € C,,(X) tal que 73 (A) = A.
Como A # Cp¥ , K ¢ Ay existe kg € K — A. Consideramos Ay = {ko} y
A=A,U---UA,, donde A; es una componente de A para cadai=1,...,m
con 1 <m < n. De que X es un espacio métrico, 1) se satisface:

1) Para cada i = 0,...,m existe un subconjunto abierto W; de X tal que
A; C W,y Clx(W;) N Clx (W;) = 0 para cada i, € {0,...,m} coni # j. En
consecuencia, se tiene 2):

2) AclU =(Wi,....,Wp)ny Clo,x)(U) N Cp i (X) = 0.

3) Si D es una componente de U, entonces DN F,,(X) # (). Ademas, F,(X)N
Cle, (x)(U) # 0.

Prueba de 3), como D es un subconjunto conexo de C,(X), por [20, Lema
1, p. 1578, Dy = |U{A : A € D} tiene a lo més n componentes, podemos
suponer que Dy = D1U---UD;con 1 <[ <n.Asi,{d,...,d} € DNF,(X)
donde d; € D, para cada ¢ =1,...,[. Notemos que D; es una componente de
W;, para algin j; € {1,...,m}.

Por [37, Teorema 5.6, p. 74|, para cada i € {1,...,l} existe e; € Clx(D;) N
Bdx (W;,). Concluimos 4),

4) Existe {e1,...,e;} € Clg,(x)(D) tal que para cada i = 1,...,[ existe
jeA{l,...,m} con e; € Bdx(W;).

La prueba de 5) y 6), es consecuencia de 4) y de la prueba del Teorema 5.2
de [11].

5) Supongamos que K € F,(X). Para cada D existe un subcontinuo Mp de
Fo(X)—F,,.(X) tal que MpNF1(X) # 0y {e1,...,e;} € Mp.
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6) M = Cle, x)(U{Mp : D es componente de U })UF;(X) es un subcontinuo
de F,(X) — F, . (X).

Ahora, si K ¢ F,,(X), F,(X) N Cyy (X) = 0. Por 2) y 3), C = Clg, (x)(U) U
F,(X) es un subcontinuo de Cy,(X) — Cy, (X) tal que A € Inte, (x)(C).

Por otro lado, por 6) C = Clg, (x)(Ud) U M es un subcontinuo de C,(X) —

Chny (X) tal que A € Inte, (x)(C). Por lo tanto, C%(X) es aposindético en A
con respecto a Cx . O

Por el Teorema [2.5.1] Teorema y 6l Corolario 1, p. 586] tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 2.6.7. Sea n € N. Si X es un continuo y K € 2% — F(X),
entonces C(X) es finitamente aposindético.

Teorema 2.6.8. Sean X un continuo y n € N. Entonces X es aposindético
si y solo si CE(X) es aposindético para cada K € Fy(X).

Demostracion. Sea K € Fi(X). Por el Lema [2.6.5] probaremos que Cp(X)
es aposindético en A € C}(X) — {C,,, } con respecto a C,,,.. Sea A € C,,(X)
tal que mx(A) = A, supongamos que A = Ay U---UA,, con 1 <m <n
donde A; € C(X) para cada i = 1,...,m. Asumamos que K = {zy} para
algin 2o € X. Como A ¢ C,,(X), A; C X — {9} paracadai=1,...,m.
Sea i € {1,...,m} y sea a € A;, como X es aposindético, existe M' un
subcontinuo de X tal que a € Intx(M!) € M! C X — {zo}. Entonces,
C; = {Int(M}!) : a € A;} es una cubierta abierta de A;. Como A; es compacto,
existe [; € N tal que A; C Ué;l IntX(M;'j). Para cada ¢ = 1,...,m, sea
U; = U?:1 Intx (Mj,). Notemos que U; C X —{wo} y A € (Un,...,Up)n- Asi,
W = CI((Uy,...,Un)ys) es un subcontinuo de C,(X) — C,,,.(X). Entonces
mx (W) es un subcontinuo de C(X) —{Cy . } tal que A € Inten (x)(mx (WV)).
Por lo tanto, C}(X) es aposindético en A.

Para el inverso, sean p,q € X con p # ¢q. Podemos suponer que K = {q}.
Como C7:(X) es aposindético, existe un continuo 20 en C(X) tal que P =
T({p}) € Intep(x)(2W) y Cp, € Cp(X) — 20. Entonces, 7' () es un
continuo en C,,(X) — C,,, (X). Notemos que {p} € ;' (20). Por [20, Lema 1,
p. 1578], M = |J 7" (2J) es un continuo en X tal que p € Inty(M). De que
T (W) C Cp(X) — Cp o (X), g & M. Asi, X es aposindético en p para cada
pe X. ]

Como una consecuencia del Teorema y del Teorema tenemos
el siguiente resultado.
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Corolario 2.6.9. Sean X un continuo yn € N. Entonces, X es aposindético
si y solo si C(X) es aposindético para cada K € 2%.

Ejemplo. Sea ¥(Z) la suspension sobre Z (véase la definicion en la siguiente
seccion) donde Z = {1 : n € N} U{0}. Denotamos por vy, v_y los vértices de
¥(Z), Lo = {0} x (—1,1) y p = (0,0). Ahora, Y es obtenido al identificar en
¥(Z), vy, v_1 a un punto denotado por v. Notemos que Y es un continuo no
aposindético en = € Ly. Dado n € N, tenemos las siguientes afirmaciones.
Afirmacion 1. C}(Y) es aposindético para cada K = {p}.

Sea K = {p}. Por el Lema [2.6.5 probaremos que C%(Y) es aposindético
en A con respecto a CY . Sea A € Cyp(X) tal que 7x(A) = A. Notemos
que Y es colocalmente conexo en p. Como A # C,,, p ¢ A. Existe un
subconjunto abierto U de X tal que p e U C Cly(U) C Y - Ay Y —-U
es un continuo. Asi, (Y — U),, es un continuo en C,(Y) — C,,. (V) tal que
Ae (Y —=Cly(U)), Cc (Y —U),. Por tanto, C-(Y') es aposindético.
Afirmacién 2. C}(Y) no es aposindético para L = {v}.

Sea L = {v}. Consideremos 2 un continuo tal que P € Intcy(y)(2). Supon-
gamos que C,, ¢ 20, entonces 7; () es un continuo en C,(Y) — C,, (Y).
Notemos que {p} € 7;*(20). Por [20, Lema 1, p. 1578], M = |J 7' (W) es
un continuo en Y tal que p € Inty(M). Entonces, v € M, esto es una con-
tradiccion. Por lo tanto, C7(Y') no es aposindético.

Por las Afirmaciones 1 y 2, tenemos que Y no es aposindéticos y CE(Y) es
aposindético para cada K = {p} y C}(Y) no es aposindético para L = {v}.

2.7. Graficas Finitas

Un arco libre en un continuo X es un arco A en X tal que A sin sus
puntos extremos es un conjunto abierto en X.

Una grdfica finita X es un continuo el cual puede escribirse como la unién
finita de arcos donde cualquier par de arcos son disjuntos o se intersectan
en uno o ambos puntos extremos. Si X es una grafica finita, los arcos y los
puntos finales de los arcos son llamados aristas y vértices, respectivamente.
Dado m € N, m > 3, un m-odo simple Y es una grafica finita la cual es

la unién de m arcos Ji, ..., J,, para los que existe un punto v € Y con la
propiedad de que J;NJ; = {v}, sii # j, y v es un punto extremo de J; para
cada ¢ = 1,...,m. Al punto v lo llamamos corazén de Y. Un 3-odo simple

lo llamaremos triodo simple.
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El orden de un punto p en una gréfica finita X, lo definimos en el sentido
clasico de Menger. Dados p € X y m,n € N, el orden de p en X, denotado por
ordx(p), es definido como ordx (p) < n, si para cada € > 0 existe un conjunto
abierto G que contiene a p con didmetro menor o igual que € tal que Bdx(G)
consiste de a lo mas n puntos, se define ordx(p) = n si, ordx(p) < ny
ordx(p) no es menor o igual a m para cada m < n.

A un punto ¢ € X lo llamamos punto final de X si, ordx(q) = 1. Un
punto ¢ € X es llamado un punto de ramificacion de X si, ordx(q) > 3.
El conjunto de puntos de ramificacion de X lo denotamos por R(X) y el
conjunto de puntos finales de X es denotado por E(X). Notemos que en
un arco o una curva cerrada simple, el conjutno de puntos de ramificacion
es vacio. En cualquier otro caso asumimos que cada vértice de X, es un
punto final o un punto de ramificaciéon de X. Con esta restriccion, los puntos
finales de una arista de X pueden coincidir, en este caso la arista es una
curva cerrada simple. Este tipo de aristas las llamamos lazos. Asi, las aristas
de X son arcos o curvas cerradas simples, con esto en X so6lo hay tres tipos
de aristas: lazos, aristas que contienen un punto final de X, y aristas que
unen puntos de ramificacion. Dos vértices diferentes p y ¢ de X se dicen ser
adyacentes si existe un arsita J de X tal que p y ¢ son puntos finales de J.

Denotamos la dimension del espacio X por dim(X); y para cada p € X,
la dimension del espacio X en el punto p como dim,(X) las cuales se definen
como sigue. Primero, definimos dim(X) = —1 cuando X = (). Después,
de manera inductiva definimos dim,(X) < n —1y dim(X) < n — 1 para
algin entero n > 0. Definimos dim,(X) < n si p tiene vecindades abiertas
pequenas en X cuyas fronteras tienen dimensiéon menor o igual an — 1, y
definimos dim(X) < n, si dim,(X) < n para todo p € X. Si dim,(X) <ny
dim,(X) £ n — 1, entonces dim,(X) =n. Si dim(X) <n y dim(X) £ n —1,
dim(X) = n. Finalmente, si dim(X) € n para cualquier entero n, entonces
dim(X) = oo.

El siguiente resultado es consecuencia de [30, Teorema 7.1, p. 250].

Corolario 2.7.1. Sea X wun continuo localmente conexo tal que X no es
grdfica finita, consideremos K € 2X. Si X —{x} contiene un subcontinuo sin
arcos libres para algin x € K, entonces C-(X) contiene un cubo de Hilbert.

Lema 2.7.2. Sean X un continuo yn € N. Si C,(X) ~ C%(X) para cada
K € Fi(X), entonces X no contiene puntos de corte.

Demostracion. Sea p € X. Como C,(X) es homeomorfo a C}, (X), por [30,
Teorema 5.1, p. 245], C},,(X) es colocalmente conexo en cada punto. Asi,
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por la Proposicion [2. 6 3 C’X y IO €s un punto de corte de C{ }( ). Entonces,
por el Corolario [2.6.2] p no es un punto de corte de X. O

El siguiente lema, es consecuencia de [38, Ejercicio 7.4, p. 36].

Lema 2.7.3. Sean X un continuo, K € 2% yn € N. Entonces
dim(Cp (X)) = dim(Co(X) — Cope (X)),
Dados X una gréfica finita y n € N. Sea z € X. Consideremos
Dy = {dimx(Cn(X)) - A€ (X —{z})n}.

Como X es una grafica finita, por [29, Teorema 5.1, p. 270], dim4(C,, (X)) <
oo para cada A € C,(X) y 0 # D* C N. Sea O = max D". Si K € 2%,
definimos M} = max{O} : x € K} y tenemos el siguiente lema.

Lema 2.7.4. Sean X una grdfica finita y n € N. Si K € 2%, entonces
dim(CR(X)) = Mg < dim(C,(X)).

Demostracion. Sea A € C(X) — Cy . (X). Como K ¢ A, existe v € K — A
tal que A C X —{z}. Asi, dim(C,,(X)) € D?. Tenemos que dim4(C,,(X)) <
O < My < dimx(C,(X)). Por otro lado, supongamos que O = max{O} :
r € K}, entonces existe B € (X —{wo}), tal que O} = dimp(C,(X)). Dado
que zg € K, B € C,(X) — Cy.(X). Entonces dim(Cp (X)) = My, por el

nK

Lema [2.7.3l O

El siguiente corolario es consecuencia de [34, Teorema 2.4, p. 791] y el

Lema 2.7.4
Corolario 2.7.5. Sean X una grifica finita y n € N.

1. Si K C R(X), entonces dim(C7 (X)) < dim(C,,(X)).
2. 81 K C E(X), entonces dim(C (X)) = dim(C,,(X)).

El siguiente ejemplo muestra lo que ocurre con la dimensién, cuando
R(X) esta contenido en K. Sea X un continuo homeomorfo a la letra H. Sin
perdida de generalidad, podemos suponer que

X={0,y)eR*: ~1<y<1}U{(z,00 eR*: 0 <z < 1}U
{(1,y) eR*: —1 <y < 1}

Sea p = (0,0), ¢ = (1,0), r = (%,0), a1 = (0,—1), ay = (1,—1), az = (0,1),
1).

29
as = (1, Notemos que p,q € R(X) y ay,a9,a3,a4 € E(X).
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Ejemplo 2.7.6. Sv X es homeomorfo a la letra H, entonces
a) dim(CE(X)) < dim(C, (X)) para K = {p,q,r} yn = 1.
b) dim(CP(X)) = dim(C, (X)) para K = {p,q,r} yn > 2.
&) dim(C}(X)) = dim(C, (X)) para K = {p,q,a1} yn > 1.

Demostracion. Notemos que Dy = Dy = {2n,2n + 1} y Dy = {2n,2n +
1,2n + 2} para cada n > 1.

D { {3} sin=1,

T {2n,2n+1,2n+ 2} sin > 2.

Ast, O =0y =2n+1y Oy =2n+2paran>1,y O =3, 07 =2n+2
paran =1y n > 2, respectivamente. También

" B 3 sin=1,
My gy = { 2n+2 sin>2.

y M{, .y = 2n+2 paran > 1. Por tanto, si K = {p,q,r}, entonces
dim(CL(X)) = 3 < dim(C(X)) y dim(C(X)) = 2n + 2 = dim(C,(X))
para cada n > 2. Y, si K = {p,q,a1}, entonces dim(CE(X)) = 2n+ 2 =
dim(C, (X)) para cada n > 1. O

Dado un continuo X, denotamos por Cut(X) el conjunto de puntos de
corte de X. En lo siguiente, denotamos por F;(Cut(X)) el conjunto de sub-
conjuntos de Cut(X) con solo un punto, en el mismo sentido denotamos
F(E(X)).

Teorema 2.7.7. Sean X una grifica finita y n € N. Si CL(X) = C,(X)
para cada K € 2% — F(Cut(X)), entonces |R(X)| < 1.

Demostracion. Supongamos que |R(X)| > 1. Como X es un gréfica finita,
tenemos que R(X) es finito. Asi, por (1) del Corolario [2.7.5] dim(C% (X)) <
dim(C,, (X)) para K = R(X). Esto es una contradiccion. O

Sea Y un m-odo simple con aristas Jy,...,J,, y corazon v.
Notemos que C(Y) = Cpy(Y) U UC’(JZ-) , Mmas aun, para cada i,j €

{1,....m}, C(J;) N C(J;) = {{v}} con i #J, Cp(Y) N C(J;) = Crp (i), ¥
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Crp(Y) 1 <ﬂ 0@-)) — {{v}}.
i=1
Un drbol es una grafica finita sin curvas cerradas simples.

Corolario 2.7.8. Sean X un drbol y n € N. Si C}(X) = C,(X) para cada
K € 2% — F1(Cut(X)), entonces X es un arco o un m-odo simple.

Demostracion. Por el Teorema[2.7.7, |[R(X)| < 1. Si X tiene un punto de ra-
mificacion, entonces X es un m-odo simple para algin m € N. Por otro lado,
si ordx(p) < 2 para cada p € X, como X es un arbol, por [37, Proposicion
9.5, p. 142] X es un arco. ]

Dado un espacio topologico Y, el cono sobre Y, denotado por Cono(Y),
es el espacio cociente Y x [0,1]/Y x {1} obtenido de Y x [0, 1] al identificar
Y x {1} a un punto. El punto Y x {1} del Cono(Y) es llamado el vérti-
ce del Cono(Y); el subconjunto Y x {0} del Cono(Y) es llamado la base
del Cono(Y'). Denotamos por vy y B(Y') el vértice y la base del Cono(Y),
respectivamente. La suspension sobre Y, denotada por X(Y'), es el espacio
cociente obtenido de Y x [—1, 1] al identificar Y x {—1} y ¥ x {1} a puntos
(diferentes) los cuales son llamados vértices de 3(Y'). Denotamos por v_; y
vy los vértices de X(Y).

Como consecuencia de la prueba de [2, Teorema 5.5, p. 356 tenemos la
siguiente proposicion.

Proposicion 2.7.9. Sea n € N. Supongamos que X = Cono(Y') para algin
espacio métrico compacto Y. Entonces C,(X) es homeomorfo a Cono(Z)
donde Z = U Chpy (X))

pEB(Y)

Teorema 2.7.10. Supongamos que X es un arco o un m-odo simple. St
K € Fy(E(X)), entonces C(X) es homeomorfo a C(X).

Demostracion. Supongamos que X = I, por [24] Ejercicio 14.24, p. 118|,
Ck(X) es un arco. Con lo que C(X) — Cx(X) es homeomorfo a [0, 1] x [0, 1).
Asi, CL(X) es homeomorfo a C'(X).

Ahora, supongamos que X es un m-odo simple para algiin m € N con aristas
Ji, ..y Jm. Asumamos que K = {e} donde e € Ji, notemos que Cx(X) =
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Ciey (J1)UCH, (X) y Crey(J1)NCy, (X) = {1 }. Por la Proposicion [2.7.9) C(X)
es homeomorfo al Cono(Z) donde

Z = U C{p}(X)-

pEE(X)

Por otro lado, de [24, Ejercicio 14.24, p. 118] tenemos que Ciq(J;) es un
arco en C(J1). Cpy3(X) es una m-celda, vease [28, Teorema 3 and Teorema
4, p. 3071], donde v es el corazon de X, y por [16, 5.2, p. 271], C,(X) es
una (m — 1)-celda en Cfy(X). Notemos que Cy, (X) N C(J;) = 0 para cada
i # 1. Como C(J1)/Cey(J1) es homeomorfo a C(J1), y Cry(X)/Cy (X) es
homeomorfo a Cy,3(X). Entonces Cj(X) es homeomorfo a C'(X). O

Como una consecuencia de la Proposicion [2.7.9] tenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 2.7.11. Sea n € N. C%(I) es homeomorfo a X(C,,.(I)) para
K < {{0}, {1}}.

Demostracion. Solo probaremos para K = {0}. Como I ~ Cono({0}), por la
Proposicion[2.7.9] existe un homeomorfismo h : C),(I) — Cono(Z) donde Z =
Ch, (I). Notemos que 7k : C,,(I) = C(I) y q : Cono(Z) — Cono(Z)/B(Z)

son funciones cocientes. De que el siguiente diagrama es conmutativo

Cn(1) Cono(Z2)

wgl lq

Cr(I) ——Cono(Z)/B(Z) =~ ¥(Z)

Por el Lema de la Transgresion, veése [37, Ejercicio 3.22, p. 45|, C%(I) es
homeomorfo a ¥(C,, . (I)). O

Teorema 2.7.12. Sean X una grdfica finita y n € N. Si para cada K € 2%,
Ch(X) es homeomorfo a C(X), entonces X es una curva cerrada simple.

Demostracion. Como Cy(X) =~ Cp(X), por el Teorema2.7.7, |[R(X)| <1y
por el Lema X no contiene puntos de corte. Supongamos que R(X) =
{p}. Como p es el tnico punto de ramificacion de X, p es un punto de corte
de X. Esto es una contradiccion. Asi, R(X) = (.

Como X es un grafica finita y ordy(x) < 2 para cada = € X, entonces por
[37, Proposicion 9.5, p. 142] X es un arco o una curva cerrada simple. Pero
X no contiene puntos de corte, entonces X no es un arco. Por lo tanto, X es
una curva cerrada simple. ]
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Finalizamos es capitulo con la siguiente caracterizacion en la clase de las
graficas finitas y n = 1.

Teorema 2.7.13. Si X es una grifica finita, C(X) es homeomorfo al
Cono(X) si y sdlo si

1. X=1yKe2*-F(0,1)), o,
2. X =Sty K € 2¥.

Demostracion. Supongamos que h : Cono(X) — C3(X) es un homeomorfis-
mo. Como X es una gréfica finita, dim(Cono(X)) = 2. Asi, dim(CK (X)) = 2.
Notemos que para cada y € Cono(X), y no es un punto de corte. Entonces
h(y) no es un punto de corte de C'L(X), en particular Cyx no es un punto de
corte de C'k(X).

Supongamos que K = {z} para algiin z € X, de que C3 no es un punto
de corte de C3(X). Por el Corolario , z no es un punto de corte de X.
Entonces z es un punto final o z pertenece a una curva cerrada simple en X.
Por otro lado, supongamos que K € 2% tal que |K| > 2. Sea C € C(X)
tal que K C C. Asumamos que X — C o C tiene un punto de ramificacion,
p. Sip € X — C, dado que X es una grafica finita, existe C, € C(X) tal
que p € C, C X — C y dimg, (C(X)) > 3. Mas atn, C, ¢ Ck(X), asi
h~1(C,) € Cono(X) esto es una contradiccion por que dim(Cono(X)) = 2.
Ahora, si p € C, existe ¢ € K tal que p # ¢q. Como X es un espacio métri-
co existen U y V' conjuntos abiertos y disjuntos tales que p € U y g € V.
Por conexidad local, existe C, € C(X) tal que p € C, C U. Notemos que
K ¢ C,, asi C, ¢ Cg(X) y dimg,(C(X)) > 3. Esto es una contradiccion.
Entonces X no contiene puntos de ramificacion.

Por ambos casos y [24, Proposicion 9.5, p. 142], tenemos que X es un arco [
o St

Para el inverso, sea X = I y K € 2% — F;((0,1)), supongamos que K = {0} o
K = {1}. Por |24, Ejercicio 14.24, p. 118|, Cx(X) es un arco y C(X)—Cg(X)
es homeomorfo a [0,1] x [0,1). Asi, Ck(X) es homeomorfo a Cono(X). Si
K €2X — F1(X), sean a = min K y b = méx K, notemos que a # b. Prime-
ro, asumamos que ¢ = 0 o b = 1. Notemos que Ck(X) es un arco por [24]
Ejercicio 14.24, p. 118], entonces C-(X) es homeomorfo al Cono(X). Ahora,
asumamos que a # 0y b # 1. Entonces C(X)—Ck(X) = C([0,0))uC((a, 1))
el cual es homeomorfo a [0, 1]x [0, 1). Asi, C}(X) es homeomorfo al Cono(X).
Finalmente, sea X = S'y K € 2%.Si K € Fy(X), por [21], Ejemplo 3.2, p. 31]
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Ck(X) es homeomorfo a una 2-celda en C'(X). Asi, C}(X) es homeomorfo a
una 2-celda la cual es homeomorfo al Cono(X). En otro caso, por el Teorema
Ck(X) es contractil en C(X) tal que Cx(X) N Fi(X) = 0. Entonces
C(X) — Ck(X) es homeomorfo a S* x [0,1). Asf, C}(X) es homeomorfo al
Cono(X). O



Capitulo 3

Funciones Inducidas

En este capitulo, retomamos la definicion de funcién inducida dada en
el Capitulo 1. Se presentan las relaciones que hay entre la funcion base f :
X — Y, la inducida en el n-ésimo hiperespacio C,(f) : C,(X) — C,(Y)
y la inducida en el hiperespacio cociente, definido en la Seccién 1.2, para
diferentes clases de funciones.

3.1. Resultados Generales

En esta seccion presentamos definiciones de las diferentes clases de fun-
ciones asi como resultados que sustentan las demostracion de los resultados
principales que se encuentran a lo largo del capitulo.

Dados X un continuo y L un subcontinuo de X. Recordemos que X/L es
el espacio cociente obtenido al identificar L a un punto. Por el Corolario[1.1.7],
X/L es un continuo. Sean X, Y continuos, L un subcontinuo de X,y f :
X — Y una funcién suprayectiva. Consideremos los espacios cociente X /L
y Y/f(L). Sean gx : X — X/Ly qy : Y — Y/f(L) las funciones cociente,
respectivas. Denotamos a gx(L) y gy (f(L)), por Lx y Ly, respectivamente.
Por [I7, Teorema 7.7, p. 17], f induce una funcion f : X/L — Y/f(L) dada

por
; y(f((ax)7'(A))) st A# Ly;

De [17, Teorema 4.3, p. 126], f es una funciéon continua. Observemos que el

47
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siguiente diagrama es conmutativo.

x—1 .y
NS
X/L—]fY/f(L)

Dados X y Y dos continuos y f : X — Y una funcién continua. Con-
sideramos la funcion inducida C,(f) : Cr(X) — C,(Y) la cual es continua

(véase Observacion (1.1.14)).

Proposicion 3.1.1. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Si K € 2%, entonces C,(f) induce una funcion continua g : C(X) —

Clir) (V).

Demostracion. Dado que f es cerrada, f(K) € 2¥. Asi, por el Teorema ,
Cx(X), CFg)(Y) son continuos y las funciones cociente o Cp(X) —
Cr(X), m¥ : Co(Y) — C(Y) son continuas y cerradas. Ahora, notemos que
Cr()(Crp (X)) C Cryy, (Y). Por [I7, Teorema 7.7, p. 17| y [17, Teorema
4.3, p. 126], Cn(f) induce una funcién continua g : C(X) — Cf (V) dada
por

cr siA=C; .

Tf(K)

o) = { oGl A s A# O

O
Notacion. La funcién g de la Proposicion la denotamos por C(f).
Observacion 3.1.2. El siguiente diagrama es conmutativo

Cn(f)

Con(X) —=C,(Y)
”ﬁl L”}V(m

y Ck(f)omg = Tr}/(K) o Cn(/f)-

Dada M una clase de funciones entre continuos, en este capitulo estable-
cemos las relaciones que hay entre las siguientes afirmaciones:
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3

(1)
(2) Cu(f) € M
(3)
(4)
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feM;

C:(f) € M para cada K € 2%;
w(f

4) C%(f) € M para algin K € 2%.

Las clases de funciones que se consideran son: abiertas, mondétonas, casi
monoétonas, quasi-mondtonas, débilmente mondtonas, OM, confluentes, semi-
confluentes, débilmente confluentes, pseudo-confluentes, union, atriddicas, li-
geras, fuertemente libremente descomponibles.

Observacion 3.1.3. Para cada clase de funciones M, de las antes mencio-
nadas. Si C¥(f) € M para cada K € 2%, entonces C-(f) € M para algin
K e 2X.

Definiciones
Una funcion suprayectiva f : X — Y entre continuos es:

abierta si f(U) es abierto en Y para cada subconjunto abierto U de X;
semi-abierta si para cada subconjunto abierto U de X, Inty (f(U)) # 0;
mondtona si f~!(y) es conexo para cada y € Y;

cast mondotona si para cada subcontinuo () de Y con interior no vacio,
F7HQ) es conexo;

quasi-mondtona si para cada subcontinuo B de Y con Inty(B) # 0,
f~Y(B) tiene solo una cantidad finita de componentes Q1,...,Q,, y
f(@Q;) = B para cada i € {1,...,m};

débilmente mondtona si para cada subcontinuo B de Y con Inty (B) #
0, cada componente @ de f~!(B) satisface que f(Q) = B;

OM si existen un continuo Z y funciones g : X — Z y h: Z — Y tales
que f = hog, g es mondtonoa y h es abierta;

confluente si para cada subcontinuo () de Y y cada componente M de

f7HQ), f(M) = @;
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= semi-confluente si para cada subcontinuo B de Y y cada par de com-

ponentes C'y D de f~'(B), se tiene que f(C) C f(D) o f(D) C f(C);

= débilmente confluente si para cada subcontinuo K de Y, existe un sub-
continuo M de X tal que f(M) = K;

= pseudo-confluente siempre que para cada subcontinuo irreducible B de
Y, existe una componente C' de f~1(B) tal que f(C) = B;

= ynion si para cada subcontinuo () de Y y cada par de componentes C
y D de f-1(Q), tenemos que £(C) N f(D) # 0;

= atriddica si para cada subcontinuo () de Y, existen dos componentes C'
y D de f71(Q) tales que f(C)U f(D) = Q y para cada componente F

de f71(Q), se tiene que f(E) = Q, o f(E) C f(C) o f(E) C f(D);
» ligera si f~!(y) es totalmente disconexo para cada y € Y;

s [ibremente descomponible si cuando A y B son subcontinuos propios de
Y tales que Y = AU B, existen A’ y B’ dos subcontinuos propios de
X tales que X = A UB, f(A)C Ay f(B') C B;

» fuerte libremente descomponible si cuando A y B son subcontinuos pro-
pios de Y tales que Y = A U B, obtenemos que f~1(A) y f~(B) son
CONEXo0s.

En el Diagrama [3.1] se muestran las relaciones entre las funciones antes men-
cionadas.

Proposicion 3.1.4. Sean X y Y continuos, y sea K un compacto de X. Si
f: X =Y esuna funcion suprayectiva, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1) las funciones T y Ty ) son mondtonas;

y) . Cn(Y) — O

(2) La funcion 7TJ¥(K)|Cn(y) ")

{c,

Tf(K)

. () = Clgo V) -

} es un homeomorfismo;

(3) SiCpye(X) y Cry ey (Y) son densos en ninguna parte en C,,(X) y Cn(Y),

respectivamente, entonces iy y 7}/(1() son funciones semi-abiertas.
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Diagrama 3.1: Clases de Funciones.
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Demostracion. Notemos que (1) y (2) se siguen de las definiciones de 5% y
7T}/(K). Probaremos (3), sea U subconjunto abierto de C,(X). Como C,,,.(X)
es denso en ninguna parte en C, (X ), entonces existe A € (Cy,(X)—C,, . (X))N
U. Sea VW un subconjunto abierto de C,(X) tal que A € W C C,(X) —
Chye(X). Por la Proposicion [1.2.6] 7% (W) es un conjunto abierto de C%(X)
contenido en 7z (U). Por lo que Intep x) (7 (U)) # 0. Por lo tanto, s es
semi-abierta. La prueba de que ﬂ])f( K) €8 semi-abierta es similar. O

Teorema 3.1.5. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y L un sub-
continuo de X. Sea A alguna de las siguientes clases de funciones entre con-
tinuos: mondtonas, OM, confluentes, semi-confluentes, débilmente confluen-
tes, pseudo-confluentes, quasi-mondotonas, débilmente mondtonas, union, ca-
st monotonas, atriddicas, libremente descomponible o fuertemente libremente
descomponible. Si f € A, entonces f € A.

Demostracion. Por [, Teorema 3.2, p. 493] tenemos que, si f es casi mono-
tona, atriddica, libremente descomponible o fuertemente libremente descom-
ponible, entonces f es casi monétona, atriodica, libremente descomponible o
fuertemente libremente descomponible, respectivamente. Sea A una clase de
funciones faltantes del enunciado. Tenemos que gy o f = f ogx. Como gy es
mondtona, gy € A. Por [26, (5.1), (5.4), (5.5), (5.6), p. 29], y las Proposicio-
nes 4.1, 4.3 y 4.4 de [7], gv o f € A. Ahora, por [26 (5.15), (5.16), (5.19),
(5.20) y (5.21), p. 32-33|, A tiene la propiedad de factor composicion. Y dado
que gy o f = foqx, fogx €A. Por tanto, f € A. O

Proposicion 3.1.6. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y L un
subcontinuo de X.

(1) Si f es confluente, entonces para cada subcontinuo B C Y — f(L) y
cada componente A de f~Y(B), f(A) = B.

(2) Si f es débilmente confluente, entonces para cada subcontinuo B C
Y — f(L), existe un subcontinuo A de X tal que f(A) = B.

(3) Si f es quasi-mondtona (débilmente mondtona), entonces para cada
subcontinuo B C'Y — f(L) con Inty(B) # 0 y cada componente A de

fYB), f(A) = B.
Demostracion. Como qx|x—r ¥ qv|y—y(r) son homeomorfismos y
flyr—swy = @ ly—swy © f o gx.
Concluimos (1), (2) y (3). O
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Proposicion 3.1.7. Sean f: X — Y wuna funcion suprayectiva entre conti-
nuos yr € N, tal que r <n. Sean L1, ..., L, subconjuntos cerrados disjuntos
y no vacios de Y. Para cada i € {1,...,r}, sea M; una componente de

F~YL;). Entonces
(1) (M, ..., M,), es una componente de Cp(f) *((L1,..., L.)p).

(2) Si M es una componente de f~1(L;) tal que M # M; yr < n, entonces
(My,...,M,, M), es una componente de Cp(f) ' ((L1,-.., Ls)n)-

(3) SiLi ¢ Ce)(Y) tal que f(K) ¢ Ui, Li, entonces T ((My, ..., M.),)
es una componente de C’}L((f)*l(ﬁ}/(m((Ll, ey L))

Demostracion. Para la prueba de (1) y (2), véase |1, Proposicion 2.4, p. 478|.
Probaremos (3), sea ® la componente de C%(f)~!(m f(K)(<L1, ooy Ly)n)) que
contiene a i ((My, ..., M,),). Notemos que (My,..., M,), C (7x)"1(D).
Dado que f( ) & UZ y Li, tenemos que (Ly, ..., Ly)n N Cpy o (Y) = 0.
Por lo que 75 (Chy 1, (Y)) ¢ T iy (L1, oy Li)n). A, T (Crp (X)) & D
v Crpe(X) N (71';(() D) = 0. Ademas, por la Observacion tenemos
que (mx)" YD) c C.(f)"*({Ly,...,L,),). Por (1) de esta proposicion y
(1) de la Proposicion [3.1.4] (%)~ YD) C (M, ..., M,),. Por tanto, ® =
T ((My, ..., M,.),). O

El siguiente resultado se sigue de que C,, (X) = {X}, si K = X.

Proposicion 3.1.8. Sea H un subconjunto conexo con mds de un punto de
Cn(X). Si X € H, entonces existe K € 2% tal que C,, (X) C H.

Lema 3.1.9. Sean f : X — Y wuna funcion suprayectiva entre continuos,
1 <n y Q un subconjunto cerrado de C,(Y).
(1) Si X ¢ C.(f)"Y(Q), existe m € N tal que para cada K € BY(X),
Cr(X)NCu(f)7H(Q) = 0.

(2) Si X € Co(f)71Q), existe K € 2% tal que C,,,.(X) C Cn(f)~(Q).

Demostracidn. Supongamos que para cada m € N, existe K,, € B (X)

tal que Cp, (X) N Cu(f)~'(Q) # 0. Entonces {K,,}men es una sucesion de
Cn(X). Podemos suponer que { K, }men converge a X. Sea Ly, € Cy,. (X)N
Co(f)H(Q) para cada m € N, notemos que {L;,}men C Cn(f)1(Q) es
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una sucesion tal que K,, C L,,. Asi, {L;,}men converge a X. Entonces,
X € Co(f)~Y(Q) lo cual es una contradiccion.

Probaremos (2), sea H una componente de C,,(f)~1(Q) tal que X € H. Si H
es degenerado, entonces (2) se cumple tomando K = X. En otro caso, por la

Proposicion [3.1.8] concluimos (2). O

Lema 3.1.10. Sean K € 2%, f : X — Y wuna funcidn entre continuos v
neN. Si f(K) € Fi(Y), entonces

N C )= U Cuy(X)
pef~L(f(K))

Demostracion. Sea A € mx (Upef,l(f(K)) Chyy (X)), existen p € f71(f(K))
y B € Cp,,, (X) tales que m(B) = A. Entonces, f(p) € f(B)y Cx(f)(A) =

CRUF)ERB)) = 740 (CulF)(B)). Asi, 7y (CalF)(B)) = CL . s decir,

AecCL(f)” (C’}L/f (K)) Notemos que la otra contencion es evidente. O

Proposicién 3.1.11. Sean K € 2X, n € Ny f : X — Y una funcion entre

continuos. Entonces Cl(f)~ (C’Xf(m) es conexo.

Demostracion. Supongamos que C7(f)~H(CY ) no es conexo. Sean H y L

nf(K)
componentes diferentes de C(f)~ (C’}:f( ). Podemos asumir que C;\ € H.
Por (1) de la Proposicion [3.1.4] (7%)~ 1(7—[) v (%) Y(L) son subconjuntos

conexos y disjuntos de C,(X) tales que C,,.(X) C (7) '(H). Ahora, sea

L € (7¥)71(L). Notemos que C%(f)(rx(L)) = C’Y(K), y para cada arco

ordenado a : I — Cy(X) de L a X, Ci(f)(mx(a())) = {Cy, ., }- Enton-
ces, X € (m%)"H(H) N (7)"*(L), lo cual es una contradiccién. Por tanto,
Cr(f)~ (C’,’[f( ) es conexo. O

A continuacion, mostramos dos ejemplos que serdn importantes, en la
mayoria de las clases de funciones.

Ejemplo 3.1.12. Sean J = [—1,1] y una funcion f : J — I definida por
f(t) = |t|. Entonces, f es abierta y ligera. Si K = {0}, entonces C(f) es
abierta y Cy,(f) no es una funcion abierta. Si K = {1}, entonces C}-(f) no
es ligera.
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Demostracion. Notemos que f es abierta y es ligera. Ahora, supongamos que
K = {0}, por el Lema3.1.10, Cix(f)~*(C} )= C: . Sea £l un subconjunto

'I’L‘f K

abierto de C(.J). Si C; ¢ &I, entonces (7;}];)*1(5.1,) N Crp(J) = 0. Ademas,
Cou(J) = Cre(J) = ([=1,0),(0, 1), ¥ Culf)lcn(n)—Cn, () €s abierta. Por la
Proposicion [3.1.1], Proposicién y (2) de la Proposicion [3.1.4] se tiene que
CRW) = 7o (Cou(F) () 71 (8))) es un abierto de CF . (1). Si Gy € 4,
entonces CI € C(f)(Y). Notemos que para cada A € CR(f)(Lh) con

(k)

A # C’,{f(K), existe un abierto 2 tal que A € W C CL(f)Lh). Como
(7)1 (4) es abierto tal que C,, (J) C (7)1 (), entonces existe € > 0
tal que Ny (Cp o (J),€) N Cr(J) C (7)~H(4). De la definicién de f, tenemos
que Co(f)(Nua(Cry(J),€) N Cu(J)) = Nu(Chy i, (1), €) N Cu(I). Asi, por el
Lema[2.4.8) C\.(f)(Nu(Chy (J),€) NCy(J)) es un subconjunto abierto conte-
nido en C(f)(Y). Por lo tanto, C(f) es abierta.

Ahora, supongamos que K = {1} y veamos que C%(f) no es ligera. Notemos
que fH(f(K)) = {-1,1}. Por el Lema [3.1.10), C’}L{(f)’l(C,ﬁﬂK)) es no dege-
nerado y por la Proposicion [3.1.11) C%(f)~! Céf(m) es conexo. Por tanto,

C(f) no es ligera. O

Ejemplo 3.1.13. Sea f : [ — S definida por f(t) = e*™. Entonces, f no
es pseudo-confluente, ni débilmente mondtona, ni libremente descomponible.
Si K = {0}, entonces C(f) es mondtona para cada n > 1.

Demostracion. Notemos que f no es pseudo-confluente, ni débilmente mo-
noétona, ni libremente descomponible.

Ahora, sean K = {0} y n € N. Probaremos que C}(f) es monotona. Sea
B € C’}Z(K)(Sl). Supongamos que B = C’ffl(m, por la Proposicion [3.1.11] se
tiene que C7(f)~*(B) es conexo. En otro caso, por el Lema [3.1.10] tenemos
que C(f)(C5! ) =k (Upe 105 Coy (10, 1])). Entonces Cyy ([0, 1]) —

Cn,,,([0,1]) = C,((0,1)). Como f](o,1) es uno a uno, por el Teo-

n{p}

Uner—u)
rema 3.2.1, C%(f)|x1 . ((0,1))) € uno a uno. Por lo que C%(f)~'(B) es cone-
XoO. [

3.2. Clases de Funciones

Esta seccion esta dividida por las diferentes clases de funciones para las
cuales se presentan las posibles relaciones entre la funcién base, la funciéon
inducida en el hiperespacio y la funcién inducida en el hiperespacio cociente.
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Inyectivas y Suprayectivas

Teorema 3.2.1. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f is inyectiva,

(2) C.(f) is inyectiva;

(3) C(f) is inyectiva para cada K € 2%;
(4) C(f) is inyectiva para algin K € 2.

Demostracion. Notemos que (1) y (2) son equivalentes, (2) implica (3), y (3)
implica 4). Para probar (4) implica (1). Consideremos z,y € X tales que

f(z) = f(y). Entonces
T {F(@)}) = 750 ({F (W)}

Como C%(f)(mx(A)) = WﬁK)(f(A)) para cada A € C,(X) y CE(f) es in-

yectiva, mx({x}) = 7x({y}). Entonces, {z} = {y} o K C {z} N {y}. En
cualquier caso, x = y. Por tanto, f es inyectiva. ]

Teorema 3.2.2. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Consideremos las siguientes afirmaciones:

(1) [ es suprayectiva,

(2) C.(f) es suprayectiva;

(3) C(f) es suprayectiva para cada K € 2%;
(4) C(f) es suprayectiva para algin K € 2%.

Entonces (2) y (3) son equivalentes, las condiciones (2), (3) y (4) implican
(1).

Demostracion. Notemos que (2) implica (3) y (3) implica (4). Probamos que
(3) implica (2). Sea B € C,(Y) y K € 2¥ tal que KN f~1(B) = 0. Como
Cr(f) es suprayectiva, existe A € Cp(X) tal que Ci(f)(A) = W}/K (B).
Ademas, existe A € C,,(X) tal que 7 (A) = A. Por la Observacion ,

CR(F)(A) = CR(F)(mi (A)) = T, (Cu(f)(A)) = i) (B)-
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Como 7T}/(K)(B) + C’Zf(K), entonces C,(f)(A) = B, por lo tanto C,(f)
es suprayectiva. Ahora veamos que 4) implica 1). Sean K € 2% tal que
C(f) es suprayectiva y y € Y. Si y € f(K), existe k; € K tal que
f(ki1) = y. Ahora, supongamos que y & f(K), {y} & Cp,,(Y). Enton-
ces 7T}/(K)({y}) # C’};f(K). Como C}(f) es suprayectiva, existe A € C}(X) tal
que C%(f)(A) = T}, ({y}). Ademas, existe A € C,,(X) tal que 7 (A) = A.
Por la Observacion CR((TR(A) = 7y (CulF)(A) = 7 ({y}).
Asi, existe a € A tal que f(a) =y. ]

Como consecuencia del Teorema y [15, Proposicion 1, p. 784 se tiene
el siguiente corolario.

Corolario 3.2.3. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Entonce§ Cr(f) :.C'}}(X) — Cf ) (Y) es suprayectiva para cada K € 2% si
y solo si f es débilmente confluente.

El Ejemplo [3.1.13| nos garantiza que existen dos continuos X, Y y una
funcion f: X — Y tal que f no es débilmente confluente y C%(f) es supra-
yectiva para algin K € 2X.

Homeomorfismos y Abiertas

Teorema 3.2.4. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es homeomorfismo;

(2) C.(f) es homeomorfismo,

(3) C(f) es homeomorfismo para cada K € 2%;
(4) C(f) es homeomorfismo para algin K € 2%.

Demostracion. De [15, Teorema 46, p. 801|, 1) implica (2). Ademés, notemos
que (2) implica (3) y que (3) implica (4). Por el Teorema y Teorema
f es biyectiva. Asi, f es homeomorfismo, por lo que (4) implica (1). O

Teorema 3.2.5. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Consideremos las siguientes afirmaciones:

(1) [ es homeomorfismo;
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(2) C.(f) es abierta;
(3) C(f) es abierta para cada K € 2%;
(4) C(f) es abierta para algin K € 2.

Entonces (1)-(3) son equivalentes y cada una de las afirmaciones (1)-(3)
implican (4).

Demostracion. Por [8, Corolario 3.3, p. 122], (1) y (2) son equivalentes. De
esto y del Teorema [3.2.4] (2) implica (3). Ahora, probaremos que (3) implica
(2). Sea U un subconjunto abierto de C;,(X).

Primero, supongamos que X € U. Como C,(X) es localmente conexo en
X. Existe un subconjunto abierto y conexo V de C,(X) tal que X € V C
Cle,(x)(V) C U. Por la Proposic existe K € 2% tal que C,,. (X) C
Cle,(x)(V) C U. Asi, del Lema 2.4.9, 7% (U) es un subconjunto abierto de
C(X) que contiene a CX . Como Cp(f) es una funcion abierta, tenemos
que C(f)(m%(U)) es un subconjunto abierto de Cho(Y) que contiene a

O e, Por la Observacion 3.1.2} (75 )~ (77 ) (Co(f)(U))) = Cu ()W), €l
cual es un subconjunto abierto de C,(Y").

En otro caso, si X ¢ U, del Lema[3.1.9existe K € 2% tal que C,, . (X)nU = 0.
Como C7(f) es abierta, entonces 7 (U) y C%(f)(7(U)) son subconjuntos
abiertos de C% (X) y C ) (Y), respectivamente. Ademas, Cy ¢ mx(U). Por
la Observacion [3.1.2],

(7)™ (T ey (Cu(H)U))) = Cu(£)U)

es un subconjunto abierto de C,(Y'). Por lo tanto, C,(f) es una funcion
abierta.
Notemos que (1)-(3) implican (4) por la Observacion [3.1.3] O

El Ejemplo [3.1.12| nos garantiza que existen dos continuos X y Y, y una
funcion f : X — Y tal que f no es un homeomorfismo y C%(f) es abierta
para algin K € 2%.

Moné6tonas, Casi monétonas, Quasi-mondétonas y Débil-
mente monotonas

Teorema 3.2.6. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Entonces son equivalentes:
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(1) f es mondtona;

(2) Cn(f) es mondtona;

(3) C(f) es mondtona para cada K € 2%,
Ademds, (1), (2), (3) implican (4).

(4) C(f) es mondtona para algin K € 2.

Demostracion. Por [15], Teorema 4, p. 784], (1) y (2) son equivalentes. Y por
el Teorema [3.1.5] (2) implica (3). Para probar que (3) implica (1), suponga-
mos que existe y € Y tal que f~(y) no es conexo. Sean L; y Ly componentes
diferentes de f~'(y). Consideremos p ¢ f~'(y), entonces Ly, Ly ¢ Cy,(X)
Ay} & Cufyy (V). Sean g, ... yn1 € Y — {y, f(p)} tales que y; # y; si
i # j. Tomamos M; una componente de f~!(y;) para cadai € {1,...,n—1}.
Por (3) de la Proposicion , (M, ..., M,_1,L;),) es componente de
C}“((f)_l(ﬁ}/(m({yl, .y Yn—1,Yy})) para cada j € {1,2}. Dado que C}(f) es
una funciéon monotona, C’}L((f)_l(w}/(m({yl, .y Yn-1,Y})) es conexo. Enton-

ces
T ((My, ..., My_1,L1)y) = mn((My, ..., M,_1, La)y).

Asi, L1 = Lo, lo cual es una contradiccion.
Por la Observacion [3.1.3] (3) implica (4).
n

Teorema 3.2.7. Sea A alguna de las siguientes clases de funciones entre
continuos: casi mondtonas, quasi-mondotonas, débilmente mondtonas. Sea f :
X — Y una funcion entre continuos y n € N. Si Ck(f) € A para cada
K € 2%, entonces f € A.

Demostracion. Sea B un subcontinuo de Y tal que Inty(B) # (). Consi-
deremos K € 2% tal que K N f~Y(B) = 0. Entonces, C,,(B) es un sub-
continuo de C,(Y) tal que Int(C,,(B)) # 0 y C,(B )ﬂ Crye(Y) = 0.
Asi, 7r}/( K)(C’ (B)) es un subcontinuo de C¥(Y) con interior no vacio en
C?(K)(Y) nf (K) ¢ 7rf(K (Cu(B)).

(a) Si CE(f) es casi monotona, Ck(f)~ 1(7?}2 (Cn(B))) es conexo. Dado que
7% es mondtona, (7 ) H(C(f)~ (7r}/(K (Cn(B)))) es conexo. Por la Obser-

vacion [3.1.2]
(m) " (CR ()™ (70 (Cu(B))) = Cu(f)~H(Cu(B)).
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Notemos que C,,(f)™*(Cn(B)) = (f~'(B)),. Con lo que, f~!(B) es conexo.
Por tanto, f es casi monotona.
(b) Si C(f) es quasi-monétona, Cp(f) = (m} 1) (Cn(B))) tlene solo una can-

tidad finita de componentes, £q,..., L, y C’”( )(&i) = T (Cu(B)) pa-
ra cada ¢ € {1,...,m}. Sea L una componente de f~'(B ) Por (3) de la

Proposiciéon 7TK(<L> ) es una componente de C(f) ™ (74 (Cn(B))).
Notemos que cada componente de f~!(B) determina una componente de

Ci(f) " (7} 1) (Cn(B))). Por tanto, f~'(B) tiene una cantidad finita de com-

ponentes y por (3) de la Proposicion [3.1.6f f(L) = B. Con lo que, f es tam-
bién quasi-mondtona. Un argumento similar, prueba el caso donde C(f) es
débilmente monotona. Por lo tanto, f € A. m

Por el Teorema el Teorema y la Observacion [3.1.3] se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.2.8. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Consideremos A como en el Teorema[3.2.7 y las siguientes afirmaciones:

(1) feh;

(2) Cu(f) € A;

(3) C(f) € A para cada K € 2%;
(4) Cr(f) € A para algin K € 2.

Entonces, (2) implica (3) y, (2) y (3) implica (4) y (1).

El Ejemplo nos garantiza que existen continuos X y Y, y una
funcion f : X — Y tal que C%(f) es una funcién monétona (casi monoéno-
ta, quasi-monétona, débilmente monétona) para algin K € 2% y f no es
monoétona (casi mondnota, quasi-mondtona, débilmente mondtona).

Fuertemente Libremente Descomponible

Teorema 3.2.9. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N. En-
tonces, Ci(f) es casi mondtona si y sélo si Ci(f) es fuertemente libremente
descomponzible.
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Demostracion. Como cada funcion casi monétona es fuertemente libremente
descomponible, tenemos que la casi monoteneidad de Cj(f) implica lo fuer-
temente libremente descomponible. Por el Teorema[2.5.1 C(X) es unicohe-
rente. Asi, la implicacion conversa se sigue de [9, Teorema 4.2, p. 894]. [

El siguiente resultado es consecuencia de los Teoremas v 13.2.9

Corolario 3.2.10. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n €
N. Si Ck(f) es fuertemente libremente descomponible, entonces f es casi
mondtona.

OM

Sea X un continuo. Recordemos que, dada una sucesion de subconjuntos
{Ay }men de X se define lim sup,,,_, .. A como el conjunto de puntos x € X
para los que existen una sucesion de enteros positivos m; < mo < -y
puntos x,,, € A,,, tales que limx,,, = x.

Lema 3.2.11. [75, Lema 12, p. 788] Una funcion entre continuos f : X —Y
es OM si y solo si, para cada puntoy € Y y cada sucesion de puntos y, € Y
que converge a y, el imsup,, .. [~ (ym) intersecta a cada componente de

[ ().

Teorema 3.2.12. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Consideremos las siguientes condiciones:

(1) f es OM;
(2) Cu(f) es OM;
(3) C™(f) es OM para cada K € 2X;
(4) C2(f) es OM para algin K € 2%,

Entonces, (2) implica (3) y, (2) y (3) implican (4) y (1).

Demostracion. Por el Teorema [3.1.5, (2) implica (3). Ahora mostraremos
que (3) implican (1). Sean y € Yy {y; }ieny una sucesion de puntos en Y que
converge a y. Consideremos K € 2% tal que f(K)N{y,y1,...} = 0. Tomamos
2y ooy ino1 €Y — (f(K)U{y,v1,...}) tales que z; # z para j # . Sea M,
una componente de f~!(z;) para cada j € {1,...,n — 1} y sea M, una
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componente de f~!(y). Por (3) de la Proposicion [3.1.7, 7 ((My, ..., My,),)
es una componente de C?((f)_l(w}/(m({zl, ey Zn-1,Y})). Como la sucesion

{7}/(1()({21, Coo Zne1,Yi}) bien
converge a 7y ) ({21, -, zn-1,9}). Por el Lema|3.2.11}

T ((My, ..., M,)) N limsup C;L((f)_l(ﬂ'}/(K)({Zl, ey Zne1, Yt })) # 0.

t—o00

Sea A € (M, ..., M,) tal que

i (A) € lmsup C ()" (mfey ({21, - s Za1, Ut })-

t—o00

Entonces, existe una subsucesion {mx(A;, )}ren tal que para cada r € N,
Ti(Ar,) € Cp(H) (o ({2 2am1s 06 1)) ¥ Mmoo T (Ay,) = T (A).
Sea a € AN M,. Dado que lim,_,,, A;, = A, existe una sucesion {a;, },en con
ai, € Ay, tal que a;, — a. Asi, existe my € N tal que f(as,.) = y;, para cada
r > myg. Con lo que a € AN M, Nlimsup,_,., f~*(y:). Por tanto, por el Lema

3.2.11], f es OM.
Observemos que (2) implica (1) y (3) implica (4). O

Confluentes, Semi-confluentes, Débilmente confluentes,
Pseudo-confluentes, Unién

Dados un continuo X yn € N. Si zq,...,2z,_1 € X y B es un subcontinuo
de X, notemos que B = ({z1},...,{xn_1}, B), es homeomorfo a By B C
C(X). Ademas, si B es un continuo irreducible, entonces B es un continuo
irreducible.

Teorema 3.2.13. Sea A alguna de las siquientes clases de funciones en-
tre continuos: confluentes, semi-confluentes, débilmente confluentes, pseudo-
confluentes, union. Sea f: X — Y una funcion entre continuos y n € N. Si
C(f) € A para cada K € 2%, entonces f € A.

Demostracion. Sea B un subcontinuo propio (e irreducible para el caso de
pseudo-confluente) de Y. Consideremos K € 2% tal que K N f~1(B) = 0.
Sean D; y Dy componentes de f~1(B) y sean yy,...,y,_1 € Y — (BU f(K))
tales que y; # y; para i # j. Sea M; una componente de f~!(y;) para ca-
da i € {1,....,n — 1}. Para i € {1,2}, por (3) de la Proposicién [3.1.7]
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X ((My, ..., M, 1,D;),) es una componente de C’;L((f)*l(ﬂ}/(K)(B)) donde
= {z1},...,{xn-1}, B)n. Notemos que BN C’nf(K)( ) =10 (y que Ty (B)

es un subcontinuo irreducible de C7 ;. (Y) tal que C, nf(K) ¢ 7Tf )(B)). Con-

sideramos los siguientes casos:

(a) Si CE(f) es confluente, entonces C,,(f)((M,..., M,_1,D;),) = B, por

(1) de la Proposicion [3.1.6] Por lo tanto, f(D;) = B para cada componente

de f~1(B).

(b) Si C%(f) es semi-confluente. Podemos suponer, sin perdida de generali-

dad que

Ci(f) (e ((My, ..., My_y,D1)n)) C Cr(f) (g ((M, ..., My_1, Ds))).

Entonces C,,(f)((My,...,My_1,D1),) C Co(f)((My,...,M,_1,Ds),). Con

lo que f(D1) C f(D2).
(c) Si C%(f) es union, entonces

Cre (N ((My, ., Moy, D)) VO () (g (M, - Mooy, Da)a)) # 0.

Ast, Co(f)((My, ..., Myu—1, D1)y) NCo(f)((My, ..., Mu_1, Ds),) # 0. Con lo
que f(D1) N f(D2) # 0.

(d) Si C%(f) es débilmente confluente, por (2) de la Proposicién [3.1.6]
existe un continuo M de C,(X) tal que C,(f)(OM) = B. Y ademads, co-
mo M N C,, (X) = 0, podemos encontrar una componente M, de f~'(B)
tal que (M, ..., M,), N M # . Entonces, por (2) de la Proposicion [3.1.7]
(My, ..., M,), es componente de C,(f)"*(B). Asi, M = (My,..., M), y
f(M,) = B.

(e) Si CR(f) es pseudo-confluente, existe € C Cp(X) tal que € es una com-
ponente do C3(F) (w30 (B) ¥ CR()(€) = w0 (B). Daddo aue C, ¢ €
(7%)~1(€) es una componente de (%) HCRN (5 (B)) = Cu(f)1(B).
Notemos que C, (f)((n;g)—l(@) = B.

Por otro lado, J(7%) " (€) € f~H(y) U--- U f (yn_ 1) U f~!(B), para ca-
dai = 1,...,n — 1 tenemos que (U(ﬂ'K> ( NN y:) # 0y ademas
(U(r)~ ( )) N f~YB) # 0. Como J(mx)"1(€) tiene a lo méas n compo-
nentes, entonces | J(7x)1(€) tiene exactamente n componentes C, ..., C,,.
Sin perdida de generalidad, podemos suponer que C; C f~!(y;) para i =
1,....,n—=1yC, C f~}(B). Sea C la componente de f~(B) tal que C,, C C.
Afirmacion. f(C) = B.

Sean b € By E = {y1,...,yn—1} U {b}. Entonces, E € B. Con lo cual,



64

existe A € (mx)7}(€) tal que f(A) = E. Esto implica que b € f(A) C
FU@EEH)"He)) = f(CL)U---U f(C,). Siexiste j € {1,...,n — 1} tal que
b€ f(C};), entonces b = y;, lo cual es una contradiccion. Entonces be f(Cy).
Asi, bef( ), se sigue que B C f(C).

Esto concluye la demostracion del Teorema. O]

Como consecuencia del Teorema[3.1.5] el Teorema(3.2.13]y la Observacion
[3.1.3] se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2.14. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Consideremos A como en el Teorema y las siguientes afirmaciones:

(1) f€A;
(2) Cu(f) € A;
(3) C:(f) € A para cada K € 2%;
(4) C3(f) € A para algin K € 2%,
Entonces, (2) implica (3) y, (2) y (3) implica (4) y (1).

El Ejemplo nos garantiza que existen continuos X y Y, y una fun-
cion f: X — Y tales que C(f) es una funcion confluente (semi-confluente,
débilmente confluente, pseudo-confluente) para algin K € 2% y f no es
confluente (semi-confluente, débilmente confluente, pseudo-confluente).

Atriodicas

Teorema 3.2.15. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Consideramos las siguientes afirmaciones:

(1) [ es atriddica;

(2) C.(f) es atriddica;

(3) C(f) es atriddica para cada K € 2%;
(4) C(f) es atriddica para algin K € 2.

Entonces, (2) implica (3) vy, (2) y (3) implican (4) y (1).
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Demostracion. Por el Teorema [3.1.5 (2) implica (3). Veamos que (3) im-
plica (1). Sea B un subcontinuo propio de Y y sea K € 2% tal que K N
f~Y(B) = 0. Consideremos y1,...,y,—1 € Y — (BU f(K)) con y; # y; pa-
ra ¢ # j. Como C}(f) es atriodica, existen dos componentes D; y Dy de
O?((f)il(ﬂ-}/(f{)(({yl}’ T {yn—l}v B>n)) tales que

a) Ci(f)(D1) UCK(N)(D1) = 7y ({ynhs - {yn-1}, B,

b) para cada componente € de C’I’”‘((f)*l(ﬁﬁl()«{yl} o A{Yn-1}, B)n)), tene-
mos que Cx(f)(€) = 7w (({wn}s -, {yn1}, Bln), C}é(f)( ) € Ck(f)(D1)
0, Cx(f)(€) C Ck(f)(D2).

Para cada j = 1,2, (mx) " (®;) N C,(X) = 0. Entonces, podemos encon-
trar subconjuntos Mf, ..., MJ de X tales que Mf es una componente de
f~Yy;) para cada i = 1,...,n — 1 y MJ es una componente de f~!(B).
Supongamos que D; N X ((M],...,MJ),) # 0. Como D, es componente
de Cx(f) (o) (({wn}s -+ {yn—1}, B)n)), por (3) de la Proposicion (3.1.7,
D, = mn((M],..., Mi),). Asi, por a) f (Ml)uf(M2) = B. Ahora, sea C' una
componente de f~}(B). De que mx({(M},... M} |, C),) es componente de
Cr() " myuey (ks - Ayn-1}, B)a)), por b), F(C) = B o, f(C) C F(M)
o, f(C) C f(My).

Notemos que (2) implica (1) y que (3) implica (4). O

Ligeras

Teorema 3.2.16. Sean f : X — Y wuna funcion entre continuos y n € N.
Consideremos las siguientes condiciones:

(1) f es ligera;

(2) Cu(f) es ligera;

(3) C(f) es ligera para cada K € 2% ;

(4) C(f) es ligera para algin K € 2.
Entonces, (2) y (3) implican (1), y (3) implica (4).

Demostracion. (2) implica (1) se sigue del [14, Teorema 3.10, p. 185] y por
la Observacion se sigue que (3) implica (4). Ahora, supongamos que
Ci(f) es ligera. Probaremos que f es una funcion ligera, podemos suponer
que existe y € Y tal que f~'(y) no es totalmente disconexo. Sea M una
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componente no degenerada de f~1(y). Sea K € 2% tal que KN f~(y) =0
y sean yi,...,Yp—1 € Y — (f(K) U{y}) tales que y; # y; para i # j. Sea
M; una componente de f~'(y;) para cada i = 1,...,n — 1. Por (3) de la
Proposicion[3.1.7) 7% ((M, .. ., M,,_1, M),,) es un subcontinuo no degenerado
de CR(f) " (7f) ({91, - - -+ ¥n-1,9})), lo cual es una contradiccion. O

El Ejemplo [3.1.12| nos garantiza que existen dos continuos X y Y, y una
funcion f : X — Y tal que f es ligera y C%(f) no es ligera para algin
K € 2¥.



Resultados

Dado un continuo X se logré6 demostrar que si este tiene la propiedad
P, entonces el hiperespacio C%(X) también preserva dicha propiedad para
cada n € Ny en algunos casos de manera inversa. Ademas, se caracterizaron
algunos continuos. En general, se obtuvieron los siguiente resultados.

1. Un continuo X es de Peano si y solo si C)(X) es un continuo de Peano.

2. Dado n € N. Un continuo no degenerado X es indescomponible si y
solo si O (X) — {C;¥ } no es arco conexo para cada K € 2%,

3. C%(X) contiene n-celdas para cada K € 2.

4. Si un continuo X contiene un R'-continuo con i € {1,2,3} y K € 2,
entonces C(X) no es contractil.

5. C7(X) siempre es unicoherente para cada n € Ny cada K € 2%.

6. El continuo X es aposindético si y solo si Ct(X) es aposindético para
cada K € 2%.

7. En la clase de las graficas finitas, logramos dar una férmula para cal-
cular la dimension de C}(X).

8. C%(I) es homeomorfo a » (CE(I)) para K € {{0}, {1}}.

9. Si X es una grafica finita, C}(X) es homeomorfo al Cono(X) si y sélo
sl

a) X =1y K e2X - F((0,1)), o,
b) X =Sty K € 2%,

67
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Finalmente, estudiamos la relacion de una funcién entre continuos y sus fun-
ciones inducidas, para las siguientes clases de funciones: monétonas, OM, con-
fluentes, semi-confluentes, débilmente confluentes, pseudo-confluentes, quasi-
monotonas, débilmente mondtonas, union, casi monoédtonas, atriddicas, libre-
mente descomponible o fuertemente libremente descomponible.



Discusion

Tras describir los diferentes resultados obtenidos, realizamos discusiones
que sirvan para consolidar lo obtenido, al tiempo que genera futuras lineas
de investigacion. Esto debido a que los hiperespacios cociente son una herra-
mienta que ayuda a conocer el hiperespacio base, asi como propiedades que
pudiera tener el continuo base. Este hiperespacio cociente ayuda a descubrir
que tanto se puede comprimir en el hiperespacio y seguir manteniendo su
estructura topologica. Los resultados presentados en este trabajo, muestran
que las hipotesis planteadas en este proyecto han sido abordadas en bue-
na medida, debido a que hay una gran variedad de propiedades topologicas
y una extensa gama de clases de funciones. Lo cual dan la pauta a seguir
investigando en esta direccion.
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Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo fue desarrollar herramientas para
conocer propiedades del hiperespacio C,,(X) al momento de comprimir a
un punto dentro de este, el subespacio C,, (X). Con base al anteproyecto
los objetivos planteados han sido cubiertos, consiguiendo varias propiedades
del hiperespacio cociente C7(X). También se consiguio dar relaciones entre
las funciones base y las inducidas para diversas clases de funciones entre
continuos.
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ON THE HYPERSPACE C,(X)/C,, (X)

JOSE G. ANAYA, ENRIQUE CASTANEDA-ALVARADO*,
AND JOSE A. MARTINEZ-CORTEZ

ABSTRACT. Let X be a continuum and n a positive integer. Let C,,(X)
be the hyperspace of nonempty subsets of X with at most n components.
Let K be a compact subset of X, C,, (X) is the hyperspace of subsets of
X which contain K and have at most n components. Both hyperspaces
are considered with the Hausdorff metric. In this paper, we consider the
hyperspace C(X) = Cp(X)/Chy(X) which can be a tool to study the
space Cp,(X). We study this hyperspace in the class of finite graphs and in
general, we prove some properties such as: aposyndesis, local connectedness,
arcwise disconnectedness, contractibility, unicoherence and homogeneity.

1. INTRODUCTION

In this paper, the set of positive integers is denoted by N and a map is

a continuous function. A continuum is a nondegenerate compact connected
metric space. Given a continuum X, a subcontinuum of X is a subset of X
which is a continuum. Given n € N, we consider the following hyperspaces of
X:

e 2X ={AC X : Aisnonempty and closed},

o C(X)={A €2 : Ais connected},

o [,(X)={A€2¥ : Ahas at most n points},

e C,,(X)={A€2X . Ahas at most n components}.

All endowed with the Hausdorff metric (see the definition below), we write C'(X)
instead of C(X).

The hyperspace C,(X) is called n-fold hyperespace of X, his structure topo-
logic is different to other hyperspaces, see [15] and [16].
On the other hand, at 1979 Sam B. Nadler Jr., see [21], began the study of hy-
perspace suspension, when the author considered the quotient space HS(X) =
C(X)/Fi(X), which he called the hyperspace suspension of X. Later, in 2004,
R. Escobedo, M. de J. Lopez and S. Macias extended the study of hyperspace

2010 Mathematics Subject Classification. Primary 54B15, 54B20; Secondary 54F15.
Key words and phrases. Hyperspaces, Continuum, Containment hyperspaces, Finite
graphs, Aposyndesis, Peano continuum, Contractibility.
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Email address: jgaoQuaemex.mx (J. G. Anaya), eca@uaemex.mx (E. Castafieda-Alvarado),
jamartinezc@Quaemex.mx (J. A. Martinez-Cortez).
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suspension in [9]. Subsequently, in the same year, S. Macias generalized the
study of hyperspace suspension, considering the quotient space HS,(X) =
Cn(X)/F,(X), which he called the n-fold hyperspace suspension of X, see [17],
continuing with the study in 2006, see [18|. In the year 2008, J. C. Macias ana-
lyzes the quotient space PHS, (X) = C,(X)/F1(X), which he called the n-fold
pseudo-hyperspace suspension of X, see [13]. J. Camargo and S. Macias in 2016
considered the quotient space C7(X) = C,(X)/Ci(X), they show several of
their properties, see [4].

Following this line of research, given K be a closed subset of continuum X and
a hyperspace H(X) € {2%,C(X), F,(X),C,(X)}. We consider the quotient
space

H(X)/ Mk (X)

with the quotient topology, where H (X)) is the containment hyperspace define
by set {A € H(X) : K C A} considered as subspace of H(X).

The fact that H(X)/H(X) is a continuum follows from [22, Theorem 3.10, p.
40]. 7 denotes the quotient map mx : H(X) — H(X)/Hk(X), and Hi =
s K(H K (X ))

In this paper we studied some topological properties of the quotient space
Cr(X) = Co(X)/Ch,. (X) such as local connectedness, arcwise disconnected-
ness, contractibility, unicoherence, homogeneity and aposyndesis. Throughout
the article you can see how this space be a good tool to study hyperspace C,,(X).
The paper is divided into six sections. In Section 2 we provide the basic def-
initions, notation and some basic results of cut points. In Section 3 for the
class of finite graphs we calculate the dimension of space C(X), and the rela-
tionship it has with cones, suspensions and space C,(X). In the Section 4 we
give conditions to K under which the space C}(X) is aposyndetic and finitely
aposyndetic, in particular we prove that X is aposyndetic if and only if C}(X)
is aposyndetic for each K € Fi(X), see Theorem 4.5. In Section 5 we study the
connectedness of C}(X), as locally connectedness, in particular we characterize
the local connectedness of X in terms of the local connectedness of Cp(X),
see Theorem 5.3. Also, we present results of the arcwise disconnectedness of
Cr(X) — {Chx }, which allow to give a characterization of the indecomposable
continua in terms of the non-arcwise connectedness of C(X)—{C,, }, see The-
orem 5.8. Finally, in Section 6, we analize other topological properties as the
non-contractibility, homogeneity and when C}(X) contains n-cells.

Remark 1.1. Letn € N. If K = X, then C}(X) is homeomorphic to C,(X).
Remark 1.2. Let n € N and K € 2%. Then
TK|C(X)~Cr e (%) 1 Cn(X) = Crpe (X) = CR(X) = {Chyc }

1s @ homeomorphism.



2. PRELIMINARIES

An arc is any topological space homeomorphic to I = [0,1] and a simple
closed curve is any topological space homeomorphic to the unit circle S1. We
denote the closure, interior and boundary of a subset A of a topological space
Z by Clz(A), Intz(A) and Bd(A), respectively. When two topological spaces Y
and Z are homeomorphic is denoted as Y ~ Z.

Let X be a continuum with metric d and € > 0. Given z € X and A € 2%,
we define the open ball in X of radius € and center z as

Bli(x) ={y € X : d(z,y) < e},

and
Na(A,e) = | ] BX(x).
T€EA
The hyperspace 2% is considered with the Hausdorff metric Hy, see [12, Defini-
tion 2.1, p. 11], defined as follows: For each A, B € 2%,

Hd(A, B) = inf{e >0: AC Nd(B, 6) and B C Nd(A,€>}.

A map f: X — Y between continua induces a natural map f* : 2¥ — 2V
defined by
f*(A) = f(A) for all A € 2%,
Thus, if H(X) € {2%,C(X), F,(X),C,(X)}, then the induced map H(f) :
H(X) = H(Y) is the map H(f) = f*|n(x), see |12, Theorem 13.3, p. 106].
Let A, B € 2X. An order arc from A to B is a mapping a : I — 2% such that
a(0) = A, (1) = B, and a(r) is a proper subset of a(s) whenever r < s, see
definition and existence in [20, 1.2-1.8, p. 57-59|.
A Whitney map for C(X)isamap p: C(X) — [0, 00) that satisfies the following
two conditions:
(1) u(A) < u(B) for any A, B € C(X) such that A C B and A # B;
(2) pu(A) =0 if and only if A € Fy(X).
Given a continuum X. For any finitely many subsets Uy,..., U, of X, we
define (Uy,...,U,) as

{Ac2* . ACUUu ANU; #0, foreach i =1,...,7}.
i=1
The set
{(Uy,...,U,) : foreachi € {l,...,r}, U; is an open set of X, r € N}

is a basis for the Vietoris topology of 2. This topology, matches with the
topology induced by the Hausdorff metric, see [12, Theorem 3.2, p. 18]. Given
n € N we write (Uy, ..., U,), instead of (Uy,...,U,.) N C,(X).
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A Peano continuum is a locally connected continuum. X is connected im
kleinen at p provided that every neighborhood of p contains a connected neigh-
borhood of p. A continuum X is unicoherent provided that whenever A and
B are subcontinua of X, such that AU B = X, AN B is connected. By [16,
Theorem 4.8, p. 244], C,,(X) is unicoherent. Notice that, if K € 2%, 7y is
monotone and also, by [22, Proposition 3.7, p. 39|, 7k is a closed map. Thus,
by |6, Corollary 7, p. 211] we have next result.

Theorem 2.1. Let n € N. If X is a continuum and K € 2%, then C%(X) is
unicoherent.

2.1. Cut points. In a connected topological space Z. A cut set of Z is a subset
S of Z such that Z — S is not connected. A cut point of Z is a point p € Z
such that {p} is a cut set of Z.

Proposition 2.2. Let n € N and p € X. p is a cut point of X if and only if
Ch, . (X) is a cut set of Cp(X).

n{p}

Proof. If p € X is a cut point, then there are disjoint open sets U, V such that
X —{p} =UUV. Since (U),, and (X —{p}, V), are disjoint open sets in C,(X),
it’s enough to prove that Cy,(X) — Cy,, (X) = ({U), U (X — {p}, V)n.

Let A € Cp(X)—Chp, (X). Thenp ¢ Aand A C X —{p} =UUV. If ANV # ()
then A € (X — {p},V),, in another case, A € (U),. Thus C,(X) —C,, (X) C
<U>n U <X o {p}’ V>n-

On the other hand, if A € (U),, U (X — {p},V)n, then A C U, or, A C X —
{p} = UUV and ANV # 0. Thus A € X — {p}, ie. p ¢ A Then
(U), U(X —{p}, V), C Co(X) — Cy, ,(X). Therefore C,,, . (X) is a cut set of

%), {0} {r}

The converse, suppose that X — {p} is connected then C,(X) — C,, (X) =
Cn(X — {p}) is connected. This is a contradiction. Therefore X — {p} is not
connected, and so, p is a cut point of X. Il

Corollary 2.3. Let X be a continuum, n € N and p € X. Then p is a cut
point of X if and only if Cy,, is a cut point of Cy, (X).

A continuum X is said to be colocally connected in p € X, provided that p
has a local base of open sets whose complements are connected. X is said to be
colocally connected, if X is colocally connected at each of its points.

Proposition 2.4. If X is colocally connected in p € X, then p is not a cut
point of X.

Proof. Suppose that p is a cut point of X, then exist U, W open non-empty
subsets of X such that X — {p} = UUW and UNW = (. Let u € U and
w e W. Let 6 = 3 min{d(p,u),d(p,w)} > 0. Since X is colocally connected in
p, there exists {V,, }ncs a local base of open subsets at p where J is an index set.
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Then there exists a € J such that p € V,, C Bs(p). Thus X —Bs(p) C X -V, C
X — {p}. Since X —V, is connected, we may assume that X —V,, C U. Notice
that u,w € X — Bs(p). So, u,w € U and w € U NW. This is a contradiction.
Therefore p is not a cut point of X. O

3. FINITE GRAPHS

A free arc in a continuum X is an arc A in X such that A without its end
points is an open set in X. A Hilbert cube is any space homeomorphic to H;’il I;
with the product topology, where I; = [0, 1] for each j € N.

A finite graph X is a continuum which can be written as the union of finitely
many arcs any two of which are either disjoint or intersect only in one or both
of their end points. If X is a finite graph, the arcs and the end points of the
arcs are called edges and vertices, respectively. Given m € N, m > 3, a simple
m-od Y is a finite graph which is the union of m arcs Ji, ..., J,, such that there
exists a point v € Y with the property J; N .J; = {v}, if i # j, and v is an end
point of J; for each ¢ = 1,..., m. The point v is called the core of Y. A simple
3-od is called a simple triod.

The order of a point p in a finite graph X, will be defined using the classic
Menger definition. Given a point p € X and m,n € N, the order of p in X,
denoted by ordx(p), is defined as ordx(p) < n, if for every € > 0 there exists an
open set G containing p with diameter of G less than € such that Bd(G) consists
of at most n points, also define ordx(p) = n if ordx(p) < n and ordx(p) is not
less or equal to m for each m < n.

A point ¢ € X is called an end point of X provided that ordx(q) = 1. A point
q € X is called a ramification point of X provided that ordx(q) > 3. The set
of ramification points of X is denoted by R(X) and the set of end points of X
is denoted by E(X). For an arc or a simple closed curve, the set of ramification
points is empty. In any other case we assume that each vertex of X, is either
an end point of X or a ramification point of X. With this restriction the two
end points of an edge of X may coincide in this case the edge is a simple closed
curve. These kind of edges will be called loops. Thus, the edges of X are arcs or
simple closed curves, and in X there are only three kind of edges: loops, edges
that contain some end point of X, and edges joining ramification points. Two
different vertices p and ¢ of X are said to be adjacent provided that there is an
edge J of X such that p and ¢ are the end points of J.

We write dim(X) to denote the dimension of the space X; and for p € X,
dim,(X) stands for the dimension of the space X at the point p. First, define
dim(X) = —1 when X = (). Now, assume inductively that we have defined
dim,(X) < n —1 and dim(X) < n — 1 for some integer n > 0. Then define
dim,(X) < n when p has arbitrarily small open neighborhoods in X whose
boundaries have dimension less than or equal to n — 1, and define dim(X) <n
when dim,(X) <n for all p € X. Now define dim,(X) = n when dim,(X) <n
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and dim,(X) £ n—1, and define dim(X) = n when dim(X) < n and dim(X) £
n — 1. Finally, define dim(X) = oo when dim(X) £ n for any integer n.
The next result is a consequence of [16, Theorem 7.1, p. 250].

Corollary 3.1. Let X be a locally connected continuum such that X is not a
finite graph and let K € 2%. If X — {x} contains a subcontinuum without free
arcs for some x € K, then Cj(X) contains a Hilbert cube.

Lemma 3.2. Let X be a continuum and n € N. If for each K € F|(X),
Cr(X) = CE(X), then X does not contain cut points.

Proof. Let p € X. Since Cy,(X) is homeomorphic to Cf,,(X), by [16, Theorem

5.1, p. 245], C?p}(X ) is colocally connected at each point. Thus Cn{p} is not a
cut point of C?p} (X)) by Proposition 2.4. Then, by Corollary 2.3, p is not a cut
point of X. O

The next lemma, is a consequence of |23, Exercise 7.4, p. 36].
Lemma 3.3. Let X be a continuum, K € 2% and n € N. Then
dim(CP (X)) = dim(Co(X) — Cope (X)),
Given X a finite graph and n € N. Let z € X. We consider
Dy = {dim4(Cn (X)) : A € (X —{z})n}.

Since X is a finite graph, by [15, Theorem 5.1, p. 270, dim4(C, (X)) < oo for
every A € C,(X) and ) # D C N, let O" = max D?. Now, if K € 2%, define
M7 = max{O} : € K} and we have the next lemma.

Lemma 3.4. Let X be a finite graph and n € N. If K € 2%, then
dim(CPL (X)) = M < dim(C,(X)).

Proof. Let A € Cp(X) — C,.(X). Since K ¢ A, there exists z € K — A such
that A C X — {z}. Thus dim4(C,(X)) € D?. We have that dim4(C, (X)) <
07 < My < dimx(C,(X)). On the other hand, assume that O} = max{O} :
x € K}, then there exists B € (X — {zo}), such that O} = dimp(C,(X)).
Since zy € K, B € Cy(X) — C,,.(X). Thus dim(CE(X)) = M}, by Lemma

3.3. U

The next corollary is a consequence of [19, Theorem 2.4, p. 791| and Lemma
3.4.

Corollary 3.5. Let X be a finite graph and n € N.

(1) If K C R(X), then dim(Cp (X)) < dim(C,(X)).
(2) If K C E(X), then dim(C% (X)) = dim(C,(X)).
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The following example shows what happens if R(X) is contained in K. Let
X be a continuum homeomorphic to the capital letter H. Whitout loss of
generality, we may assume that

X={0,y)eR*: -1 <y<1}U{(z,0) eR*: 0 <z < 1}U

{(1l,y) eR?*: —1 <y <1}
Let p = (0,0), ¢ = (1,0), 7 = (3,0), a; = (0,—1), as = (1,—1), a3 = (0,1),

29

as = (1,1). Notice that p,q € R(X) and ay, as, as,ay € E(X).

Example 3.6. If X is homeomorphic to the capital letter H, then
a) dim(CE(X)) < dim(C, (X)) for K = {p,q,r} andn = 1.
b) dim(CR (X)) = dim(C, (X)) for K = {p,q,r} and n > 2.
¢) dim(Cp (X)) = dim(C, (X)) for K ={p,q,a1} and n > 1.

Proof. Notice that D) = Dp = {2n,2n + 1} and Dy = {2n,2n + 1,2n + 2} for
every n > 1.
D {3} if n =1,

r {2n,2n +1,2n+2} ifn>2.
Thus O) = O} =2n+1and O, =2n+2forn > 1, and OF =3, O} =2n+2
for n =1 and n > 2, respectively. So that

" B 3 ifn=1,
M{pvqyr} o { 2n+2 if n > 2.

and My, .+ =2n+2forn > 1. Therefore, if K = {p, ¢, r}, then dim(Ck(X)) =
3 < dim(C(X)) and dim(CE(X)) = 2n+2 = dim(C, (X)) for every n > 2. And,
it K ={p,q,a1}, then dim(C%(X)) = 2n+2 = dim(C,,(X)) for everyn > 1. O

Given a continuuum X, the set of cut points of X is denoted by Cut(X). In
the following, the set of subsets of Cut(X) with only one point is denoted by
Fi(Cut(X)), in the same way we denote F;(F(X)).

Theorem 3.7. Let X be a finite graph and n € N. If for each K € 2% —
Fi(Cut(X)), Cp(X) = C,(X), then |R(X)| < 1.

Proof. Suppose that |[R(X)| > 1. Since X is a finite graph, we have that R(X)
is finite. Thus, for K = R(X), dim(C% (X)) < dim(C,,(X)) by (1) of Corollary
3.5. This is a contradlctlo U

Let Y a simple m-od with edges Ji, ..., J, and core v. Notice that

C(Y) = Cy(Y (UG )
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furthermore for each 4,5 € {1,...,m}, C(J;) N C(J;) = {{v}} with i # j,

Cry(Y) N C(J;) = Cpy(J;), and Cppy (Y (ﬂo ) = {{v}}.
A tree is a finite graph without simple closed curves.

Corollary 3.8. Let X be a tree and n € N. If for each K € 2% — F|(Cut(X)),
CE(X) = Cy(X), then X is an arc or a simple m-od.

Proof. By Theorem 3.7, |R(X)| < 1. If X has a ramification point, then X is
a simple m-od for some m € N. On the other hand, if ordx(p) < 2 for every
p € X, since X is a tree, then X is an arc by [22, Proposition 9.5, p. 142]. O

Given a topological space Y, the cone over Y, which we denote by Cone(Y'),
is the quotient space Y x [0,1]/Y x {1} obtained from Y x [0, 1] by shrinking
Y x {1} to a point. The point ¥ x {1} of Cone(Y) is called the vertex of
Cone(Y'); the subset Y x {0} of Cone(Y') is called the base of Cone(Y'). Denote
by vy and B(Y') the vertex and the base of Cone(Y'), respectively. The sus-
pension over Y, which we denote by ¥(Y'), is the quotient space obtained from
Y x [—1,1] by shrinking Y x {—1} and Y x {1} to (different) points which are
called vertices of X(Y'). Denote by v_; and vy the vertices of 3(Y").

As consequence of the proof of [1, Theorem 5.5, p. 356] we have the next
proposition.

Proposition 3.9. Let n € N. Suppose that X = Cone(Y) for some com-
pact metric space Y. Then C,(X) is homeomorphic to Cone(Z) where Z =

U Cn{p}

peB(Y)

Theorem 3.10. Assume that X is an arc or a simple m-od. If K € F1(E (X)),
then C3(X) 1s homeomorphic to C(X).

Proof. Suppose that X = I, by [12, Exercise 14.24, p. 118] Cx(X) is an arc, and
C(X)—Ck(X) is homeomorphic to [0,1] x[0,1). Thus Cj(X) is homeomorphic
to C'(X).

Now, suppose that for some m € N, X is a simple m-od with edges Ji, ..., Jy,.
Assume that K = {e} where e € Jy, notice that Cx(X) = Cre(J1) U Cr, (X)
and Cyey(J1) N Cy (X) = {J1}. By Proposition 3.9, C'(X) is homeomorphic to
Cone(Z) where

= U omx

peE(X)
On the other hand, we have that Cie(J;) is an arc in C(J;) by [12, Exercise

14.24, p. 118], Cy(X) is a m-cell, see [14, Theorem 3 and Theorem 4, p. 3071],
where v is the core of X, and by [8, 5.2, p. 271] C,(X) is a (m — 1)-cell in
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Cry(X). Notice that Cy, (X) N C(J;) = 0 for each i # 1. Since C(J1)/Cyey(J1)
is homeomorphic to C(J;), and Cy (X)/Cy, (X) is homeomorphic to Cfyy(X).
Then Ck(X) is homeomorphic to C'(X). O

As consequence of Proposition 3.9, we have the following result.

Corollary 3.11. Let n € N. C(I) is homeomorphic to X(C, (1)) for K €
{{o}, {1}}.

Proof. We only prove for K = {0}. Since I ~ Cone({0}), by Proposition 3.9
there exists a homeomorphism h : C,,(I) — Cone(Z) where Z = C,,,.(I). Notice
that mx : C,(I) — CR(I) and g : Cone(Z) — Cone(Z)/B(Z) are quotient
maps. Since the following diagram is conmutative

h
Co(I) — Cone(Z)
K 4 1q
Cr(I) — Cone(Z2)/B(Z) ~ X(Z)

The fact that C% (1) is homeomorphic to ¥(C,, . (1)) follows from the Transgres-

sion Lemma, see |22, Exercise 3.22, p. 45]. O

Theorem 3.12. Let X be a finite graph and n € N. If for every K € 2%,
Cn(X) is homeomorphic to C}(X), then X is a simple closed curve.

Proof. Since C,,(X) ~ C{(X), by Theorem 3.7, |R(X)| < 1 and by Lemma 3.2
X does not contain cut points. Suppose that R(X) = {p}. Since p is the only
ramification point of X, p is a cut point of X. This is a contradiction. Thus
R(X) = 0.

Since X is a finite graph and ordx(z) < 2 for every x € X, then X is an arc or
a simple closed curve, by [22, Proposition 9.5, p. 142]. But X does not contain
cut points, then X is not an arc. Therefore X is a simple closed curve. Il

To finish this section we focus on case n =1 in the class of finite graphs.

Theorem 3.13. If X is finite graph, C(X) is homeomorphic to Cone(X) if
only if

(1) X =1 and K € 2% — F1((0,1)), or,

(2) X =S and K € 2%,

Proof. Assume that h : Cone(X) — C}(X) is a homeomorphism. Since X is a
finite graph, dim(Cone(X)) = 2. Thus dim(C% (X)) = 2. Notice that for every
y € Cone(X), y is not a cut point. Then h(y) is not a cut point in C%(X), in
particular Cx is not a cut point in C'k(X).

Suppose that K = {z} for some 2z € X, since C is not a cut point in C}(X)
and by Corollary 2.3, z is not a cut point in X. Then z is an end point or z

belongs to one simple closed curve in X.
On the other hand, suppose that K € 2% such that |K| > 2. Let C € C(X) such
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that K C C'. Assume that X —C or C' have a ramification point, p. If p € X —C,
since X is a finite graph, there exists C}, € C(X) such that p € C, C X —C
and dim¢, (C(X)) > 3. Moreover, C), ¢ C(X), thus h~(C,) € Cone(X) this
is a contradiction because dim(Cone(X)) = 2.

Now, if p € C, there exists ¢ € K such that p # ¢. Since X is metric space
there are disjoint open sets U and V such that p € U and ¢ € V. By locally
connetedness, there is C}, € C'(X) such that p € C, C U. Notice that K ¢ C,,
thus C), ¢ Cx(X) and dim¢, (C(X)) > 3. This is a contradiction. Then X does
not contain ramification points.

By both cases and [12, Proposition 9.5, p. 142, we have that X is the arc I or
St

To converse, let X = I and K € 2% — F;((0,1)), suppose that K = {0} or
K = {1}, by [12, Exercise 14.24, p. 118| Ck(X) is an arc, and C(X) — Cx(X)
is homeomorphic to [0,1] x [0,1). Thus C'k(X) is homeomorphic to Cone(X).
If K € 2X — Fi(X), let a = min K and b = max K, notice that a # b. First,
assume that a = 0 or b = 1. Notice that Cx(X) is an arc by [12, Exercise 14.24,
p. 118], then C'k(X) is homeomorphic to Cone(X). Now, assume that a # 0
and b # 1, Then C'(X) — Cx(X) = C([0,b)) U C((a, 1]) which is homeomorphic
to [0,1] x [0,1). Thus C'(X) is homeomorphic to Cone(X).

Finally, let X = S* and K € 2%. If K € Fy(X), by [11, Ejemplo 3.2, p. 31|
Ck(X) is homeomorphic to a 2-cell in C'(X). Thus C)(X) is homeomorphic
to a 2-cell which is homeomorphic to Cone(X). In the other case, by Theo-
rem 6.3 C(X) is contractible in C(X) such that Cx(X) N F1(X) = 0. Then
C(X) — Ck(X) is homeomorphic to S* x [0,1). Thus C}(X) is homeomorphic
to Cone(X). d

As consequence of [12, Example 5.2, p. 35| we have the following result.

Corollary 3.14. For each K,L € 25, Ck(S") is homeomorphic to C}(S").
Moreover, C3(S') is homeomorphic to Cy(S*).

4. APOSYNDESIS

In this section we show that for every n € N, C%(X) is finitely aposyndetic
for some K € 2¥.

Theorem 4.1. Let X be a continuum and n € N. If K € 2%, then C%(X) is
colocally connected in A for every A € Cp(X) — {Chy }-

Proof. Let A € CE(X) — {Cy.} and let A € C,(X) such that mx(A) = A.
Notice that A ¢ C,,,.(X). By [16, Theorem 5.1 p. 246|, there exists a local base
{V,} of open subsets of A whose complements are connected. We may assume
that V,, C C,(X) — Cy,. (X) for all a. By Remark 1.2, {mx(V,)} is a local base
of open subsets of A. Since mx(C,(X) — V,) = Cx(X) — 1k (V,) is connected,
C(X) is colocally connected in A. O
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Let p,q € X, p # q. X is aposyndetic at p with respect to q provided that
there exists a continuum M such that p € Intx(M) and ¢ € X — M. If for each
q € X —{p}, X is aposyndetic at p with respect to ¢, then X is aposyndetic at
p. If X is aposyndetic at each of its points then X is aposyndetic. X is finitely
aposyndetic provided that for each finite subset F' of X and point x of X not in
F, there exists a subcontinuum W of X such that x € Intx(W) C W C X — F.

Lemma 4.2. Let n € N. If X is a continuum and K € 2X. Then
(1) CR(X) is aposyndetic at C,,. .
(2) CR(X) is aposyndetic at A # C,,,. with respect to any B # Cy,, .

Proof. 1) Let A € C(X), A # C,,.. Since C(X) is a Hausdorff space, there
exist Y and U disjoint open subsets such that A € Y and C,, € V. Let
A, B € Cn(X) such that 7x(A) = A and 7x(B) = C,,,. Then 7' (4) is an
open subset in C,(X) containing A and 7' (4) N C,,(X) = 0. Since C,(X)
is collocally connected by [16, Corollary 5.1, p. 246]. There is an open subset
U, such that A € Uy C 7' (U) and C,(X) — Uy is a continuum. Notice that
Crp(X) C Co(X) —Ua, thus Cy,, € U C x(Cr(X) —Ua). Then CR(X) is
aposyndetic at C,,,. .

2) Let A, B € C}(X), A # B. Assume that A and B are different from C,,.
Let A, B € C,(X) such that 7x(A) = A and 7x(B) = B. Since C}(X) is a
Hausdorff space, there exist 4 and U disjoint open subsets containing A and
B, respectively. Thus 7' () is an open subset containing B. Since C,(X) is
colocally connected, there is Vg an open subset such that B € Vg C 7r;(1 ()0) and
W = C,(X) — V3 is a continuum, moreover A € m*(U) C W. Then 7g (W) is
a continuum in C% (X) — {B} such that A € Intgr (x) (7 (W)) C mx(W). O

Theorem 4.3. If X is a continuum and n € N, then C(X) is aposyndetic for
each K € 2% — Fy(X).

Proof. Let A € CR(X). By Lemma 4.2, we prove that C}%(X) is aposynde-
tic at A with respect to Cy,,.. Let A € C,(X) such that 7x(A) = A. Since
A # Ch, K ¢ A and there exists kg € K — A. We consider Ay = {ko} and
A=A U---UA,, where A; is a component of A for every i = 1,...,m with
1 <m < n. Since X is a metric space, 1) holds:

1) For each i = 0, ..., m there exists W, an open subset of X such that A; C W,
and Clx(W;) N Clx(W;) = 0 for every i,j € {0,...,m} and i # j. In conse-
quence 2):

2) Acl = <W1, ey Wm>n and CICn(X)<U) N OnK(X) = 0.

3) If D is a component of U, then D N F,(X) # (. Moreover, F,(X) N
Cle, x)(U) # 0.

To prove 3), since D is a connected subset of C,(X), by [10, Lemma 1, p.
1578|, Dy = |J{A : A € D} has at most n components, we may suppose that
Dy =DyU---UD; with 1 <1 <mn. Thus, {dy,...,d;} € DN F,(X) where
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d; € D, for every @ = 1,...,l. Notice that D; is a component of W, for some
Ji € {1,...,m}. By |22, Theorem 5.6, p. 74|, for every i € {1,...,l} there
exists d; € Clx(D;) N Bd(W,,). We conclude 4),

4) There exists {di,...,d;} € Clg,(x)(D) such that for each i = 1,...,1 there
exists j € {1,...,m} with d; € Bd(W;).

The proof of 5) and 6) below, is consequence of 4) and the proof of Theorem
5.2 of [5].

5) Suppose that K € F,(X). For each D there exists Mp a subcontinuum of
F.(X) — F,, (X) such that Mp N F1(X) # 0 and {d4,...,d;} € Mp.

6) M = Cle, x)(U{Mp : D is component of U }) U F(X) is a subcontinuum of
F.(X) - F,.(X).

Now, if K ¢ F,,(X), F,,(X)NCy (X) = 0. By 2) and 3) C = Cl¢, (x)(U)UF,(X)
is a subcontinuum of C,(X) — C,,, (X) such that A € Intc, (x)(C).

Otherwise, by 6) C = Clg, (x)(U) U M is a subcontinuum of C,(X) — C, . (X)
such that A € Inte, (x)(C). Therefore, C(X) is aposyndetic at A with respect
to Cpy.. g

By Theorem 2.1, Theorem 4.3 and [3, Corollary 1, p. 586] we have the next
result.

Corollary 4.4. Let n € N. If X is a continuum and K € 2% — F{(X), then
C(X) s finitely aposyndetic.

Theorem 4.5. Let X be a continuum and n € N. Then X s aposyndetic if
and only if C3-(X) is aposyndetic for each K € Fy(X).

Proof. Let K € Fi(X). By Lemma 4.2, we prove that C}(X) is aposyndetic at
A€ C(X)—{C,, } withrespect to C,,,.. Let A € C,,(X) such that 7x(A) = A,
suppose that A = A; U---U A, where A; € C(X) for each i = 1,...,m and
m < n. Assume that K = {z¢} for some 2o € X. Since A ¢ C,,.(X), then
A € X —{xo} forevery i = 1,...,m. Leti € {1,...,m} and let a € A,
since X is aposyndetic, there exists M! a subcontinuum of X such that a €
Intx(M!) C M! C X — {x}. Then C; = {Int(M!) : a € A;} is an open cover
of A;. Since A; is compact, there exists [; € N such that A; C U?:l Int X(M;J)
For each i = 1,...,m, let U; = U?Zl Intx (Mg ), notice that U; C X — {zo}
and A € (Uy,...,Up)n. Thus W = CI((Uy,...,Upn)y,) is a subcontinuum of
Con(X) — Cpp (X). Then mg(W) is a subcontinuum of C%(X) — {C,,,.} such
that A € Inton (x)(mx(W)). Therefore C(X) is aposyndetic at A.

To converse, let p,q € X with p # ¢q. We may assume that K = {q}. Since
Cr(X) is aposyndetic, there exist a continuum 20 in C%(X) such that P =
T ({p}) € Inten (x)(2W) and Cp,; € CR(X) — 2. Then 7' (V) is a continuum
in C,,(X) — Cp, (X). Notice that {p} € 7' (20). By [10, Lemma 1, p. 1578],
M = |7 (2) is a continuum in X such that p € Intx(M). Since 7 (20) C
Cr(X)—Chy(X), then ¢ ¢ M. Thus X is aposyndetic at p for every p € X. O
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As consequence of Theorem 4.3 and Theorem 4.5 we conclude the following
result.

Corollary 4.6. Let X be a continuum and n € N. Then X is aposyndetic if
and only if C%(X) is aposyndetic for each K € 2.

Let X(Z) be the suspension over Z where Z = {2}22, U {0}. Denote by vy,
v_ the vertices of (7)), Ly = {0} x (—1,1) and p = (0,0). Now, Y is obtained
by identifying in ¥(Z), v, v_1 to one point denoted by v. Notice that YV is a
continuum not aposyndetic at x € L.

Example 4.7. The continuum Y is not aposyndetic and C3(Y') is aposyndectic
for K = {p} and C}(Y) is not aposyndetic for L = {v}.

Proof. Let n € N and K = {p}. By Lemma 4.2 we prove that C%(Y) is
aposyndetic at A with respect to C,,,.. Let A € C,,(X) such that mx(A4) = A.
Notice that Y is colocally connected in p. Since A # C,,., p ¢ A. There
exists U an open subset such that p € U C Cly(U) C Y —Aand Y — U is
a continuum. Thus (Y — U),, is a continuum in C,(Y) — C,,(Y) such that
Ae (Y —Cly(U)), C (Y —U),. Therefore C%(Y) is aposyndetic.

Now, we prove that C7(Y) is not aposyndetic at P = m({p}) with respect
to Cp,. Let 20 be a continuum such that P € Intcpy)(20). Suppose that
C,, & W, then 7' (W) is a continuum in C,(Y) — C,,, (V). Notice that {p} €
771 (2). By [10, Lemma 1, p. 1578], M = [J7;'(20) is a continuum in Y such
that p € Inty (M). Then v € M, this a contradicition. Therefore C}(Y') is not
aposyndetic. Il

5. CONNECTEDNESS AND ARCWISE DISCONNECTEDNESS

Theorem 5.1. If X is a continuum and n € N, then C(X) is an arcwise
connected continuum for each K € 2X.

Proof. Let K € 2%. Since C,(X) is an arcwise connected continuum by [16,
Theorem 3.1, p. 240|, and 7 is a map, we have that C}%(X) is an arcwise
connected continuum. U

Lemma 5.2. Let X be a continuum, K € 2% and n € N. If C,,(X) — Cp . (X)
15 locally connected, then X 1is locally connected.

Proof. Let x € X. Suppose that z ¢ K, let V be an open subset of X such
that z € V. Thus W = V N (X — K) is an open subset of X containing x, then
{z} € (W), C C(X) — Cp . (X). Since C,(X) — Cp . (X) is locally connected,
there exists an open connected subset U of C,,(X) — C,,,. (X) such that {z} €
U C Cle,x)(U) C (W),. Let € > 0 be such that B ({z}) N C,,(X) C U. Let
H =JCle,x)(U). Then, by [20, Lemma 1.49, p. 102| H is a subcontinuum of
X. Notice that z € H CW C V. Let y € B(x), {y} € BE({z})NC,(X) C U.

Thus {y} e Y and y € H. Then x € Intx(H) C W C V.



14 JOSE G. ANAYA, ET. AL.

Now, suppose that © € K and K ¢ F(X), then there exists z € K such that
z # x. Let V be an open subset of X such that x € V. Since W = VN (X —{z})
is an open subset of X containing x and {z} € (W), C C,(X) — Cp . (X), we
proceed as before.

Finally, if {x} = K, by [22, Corollary 5.13, p. 78] and the previous argument,
X cannot be connected im kleinen at only one point. Then, we have that X is
connected im kleinen at each of its points. Therefore, X is locally connected. [

Theorem 5.3. Let n € N and let K € 2%. Then, X is a Peano continuum if
only if CE(X) is a Peano continuum.

Proof. 1f X is locally connected, by |16, Theorem 3.2, p. 240] C,,(X) is locally
connected. By |22, Proposition 3.7, p. 39] 7k is a closed map. Then C}(X) is
locally connected by [22, Proposition 8.16, p. 127].

Now, suppose that C}(X) is locally connected, then C3(X) — {C,, } is locally
connected. Thus, by Remark 1.2 C,,(X) — C,,,.(X) is locally connected. By
Lemma 5.2, X is locally connected. O

The next result is consequence of Theorem 5.3.

Corollary 5.4. Let X be a continuum. Then the following are equivalent:

(1) X is a Peano continuum,

(2) C(X) is a Peano continuum for every n € N and every K € 2%,
(3) CR(X) is a Peano continuum for some n € N and every K € 2%,
(4) C(X) is a Peano continuum for every n € N and some K € 2%,
(5) C(X) is a Peano continuum for some n € N and some K € 2X.

Theorem 5.5. Let X be a continuum and n € N. If K € 2%X — Fy(X), then
Co(X) — Ch i (X) is connected.

Proof. Let K € 2% — F(X). Notice that C,.(X) N F(X) = 0. Let A €
Cn(X) — Cp e (X). Suppose that A = A; U---UA,. Let q; € A; for each
i €{1,...,m}. There exists « : [0,1] = C,(X) an order arc such that «(0) =
{a1,...,an}, a(l) = A. Since K ¢ A, there exists kg € K — A and K ¢ «(t)
for every ¢t € [0,1]. Assume that a; € K N «(0). For every ¢ € {1,...,m — 1}
let v : X — C,(X) given by vi(z) = {z} U (a(0) — {ay,...,a;}). 7 is well
defined and is a map. Let I'; = ;(X). Notice that {ko,a1} Z 7:(x) for every
ie{l,...,m—1} and every x € X. Thus I'; is a connected subset in C,,(X) —

Chp(X). Since a(0) —{ay,...,a;1} € 11 NI for every i € {2,...,m — 1},

then T' = (J;'T; is a connected subset containing a(0) and {a,,}. Thus
A € a([0,1]) UT' U Fy(X) which is connected in C,,(X) — C,,, (X). Therefore,
Cn(X) — Cyy (X)) is connected. O

Now, we study when a point arcwise disconnectedness to Cp(X).

Theorem 5.6. Let X be a continuum, n € N and let K € 2%. If A€ O(X) —
Ck(X) then CH(X) — g (CL(A)) is arcwise connected.
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Proof. Since A € C(X)—Ck(X), by [16, Theorem 6.1, p. 246] C,,(X)—C,(A) is
arcwise connected. Then 7wy (C,(X) —C,(A)) = CR(X) —m(C,(A)) is arcwise
connected. g

Theorem 5.7. Let X be a continuum, n € N and K € 2% be given. If A €
Cr(X)—{Cy,. } is such that C(X) —{ A} is not arcwise connected then 73" (A)

1s connected.

Proof. Let A € C%(X) — {C,,.}. Then 7' (A) € C,(X). Since 7 (CE(X) —
{A}) = Co(X)— {7 (A)} and O (X)—{A} is not arcwise connected, C,(X)—
{7 (A)} is not arcwise connected. Thus, by [16, Theorem 6.2, p. 246], 7' (A)
is connected. U

Theorem 5.8. A nondegenerate continuum X s indecomposable if and only if
for each n € N, C%(X) — {C,, } is not arcwise connected for every K € 2X.

Proof. Let K € 2X. Let 2 and y be points in different composants of X. Since
X is an indecomposable continuum, for any function « : [0,1] — C,,(X) such
that «(0) = {z} and a(1) = {y}, exists ¢y € [0,1] such that K C «a(ty). Then
a(ty) € Chp(X). Thus «([0,1) ¢ Cu(X) — Cp.(X). By Remark 1.2, we
conclude that C(X) — {C,, } is not arcwise connected.
Conversely, assume X is decomposable. Let X; and X5 be proper subcontinua
of X such that X = X; UX,. Let r € X; — X5 and ¢ € X5 — X;. By
Remark 1.2, it is enough to prove that C,,(X) — C,, (X) is arcwise connected
for K = {r,q}. Consider p € X;N X5, notice that {p} € C,,(X)—C, . (X). Now,
let A e C,(X)— C,(X). Suppose that A = A; U---U A, where A4; € C(X)
for each © = 1, ..., m, without loss of generality we may assume that there exist
1 < s <t < m such that:

a) A, C X; where 1 <[ <,

b) A; C Xy where s +1 <[ <t, and

c) AN(X1NXy)#0and Ay ¢ X; for every i = 1,2 where t + 1 < [ < m.
In the case a), we will construct an arc from A to {p} U (U;",,; A;). Since
Cs(X1) is arcwise connected and Ay U --- U Ay, {p} € Cs(X1), there exists an
arc « : [0,1] — Cs(X;) such that a(0) = A; U--- U A, and a(1) = {p}. Now,
define a function 7, : [0,1] = Cn(X) by 1 (t) = a(t) U (U;~,41 Ai). Then v, is
well defined and is a map. Since ¢ ¢ Xy, K ¢ 71 t) for every t € [0,1]. Thus
A; = 7([0,1]) is an arc such that A; C C,(X) — C,,(X) containing A and
[} U UL A,
For case b), we will construct an arc from {p}U (UZ sr1 Ai) to {pIU (UL Ai).
Since Cy_s(X3) is arcwise connected and Az U---U Ay, {p} € Ct_5<X2) there
exists an arc § : [0,1] — C;_s(X3) such that 5( ) = A1 U U A and
B(1) = {p}. Define 7o : [0,1] — Cn(X) by 12(t) = B(t) U {p} U (Uz 141 Ai)-
Then 5 is well defined and is a map. Moreover K ¢ ~o(t) for every t € [0, 1].
Thus A = 7,([0,1]) is an arc such that Ay C C,(X) — C,,(X) containing
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{p} U (Uilss1 Ai) and {p} U (UL, 4).
Notice that {p} U ;- sr1 i € AL N Ay, then A1 U Ay C Cp(X) — G (X) s
arcwise connected.
In the case c), we will construct an arc from {p} to {p} U (U;~, ; A;). For each
je{t+1,...,m} we choose a; € A; N X;. There exists n : [0,1] — C,(X) an
order arc Such that n(0) = {aw1, ... ,am} and n(1) = Ay U---UA,,. Notice
that K ¢ n(t) for every t € [0,1]. Since C,,—+(X;) is arcwise connected and
{ats1,. -y am}, {p} € Cprii(X1), there exists an arc 1o : [0, 1] — Cp,—¢(X7) such
that 79(1) = {a¢y1, ..., an} and 79(0) = {p}. Now, define 3 : [0,1] — C,,(X)
by

’73(t) _ { 770(2t) U {p}a ift e [07 %],

n(2t —1)u{p}, iftels 1]

Then ~3 is well defined and is a map. Moreover K ¢ ~3(t) for every t € [0, 1].
Thus Az = 3([0, 1]) is an arc such that A3 C C,,(X) — C,, (X) containing {p}
and {7} U (U, A).
Notice that {p} U (U2, Ai) € AsN (AL U Ay), then A; U Ay U A3 is arcwise
connected and A; U Ay U A3 C Cp(X) — C, . (X).

Now, if KN A =), then A; U Ay U Aj3 is a subcontinuum arcwise connected
of C\(X) — Cpp(X) containing {p} and A. But, if AN K # (), then exists
j € {1,...,m} such that A; N K # (. Since K ¢ A, we may assume that

r € Aj. Thus, without loss of generality we may assume that j = 1, or,
j=t+1. If j =1, we construct A;, As and Aj; as before. And, for j =1t + 1,
we construct Az, A;, and A, to avoid containing K. O

The next theorem is consequence of [16, Theorem 6.6, p. 248] and Theorem
5.8.

Theorem 5.9. Let X be a continuum. Then for any K € 2% the following
statements are equivalent:

(1) X is indecomposable,

(2) 2%/2%X — {2k} is not arcwise connected,

(3) For eachn € N, Ct(X) — {C,.} is not arcwise connected,

(4) C(X) —{Ck} is not arcwise connected.

Let Z be a topological space, denote by C(Z) the set
{AC Z : Ais a component of Z}.

Lemma 5.10. Let X be a continuum and n € N. Let U be an open set in X
and let C be a component of U. Then (C), is a component of the open set (U),,.

Proof. Let C be a component of (U),, containing (C'),, and A € C. Since (C),, N
C(X) # 0, by [10, Lemma 1, p. 1578]|, then [JC is a connected subset of U
which contains C'. But since C' is a component of U, A C |JC C C. Then
A € (C),,. Therefore (C),, =C. O
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Corollary 5.11. Let X be a continuum, p € X andn € N. If A C X, then
A€ C(X —{p}) if and only if (A)n € C(Cn(X) — Cy,, (X)),

Proof. Let A € C(X —{p}). By Lemma 5.10 (A),, is a component of (X —{p}),.
Since (X~ {pH)a = Cul2X) = O (X, (4)s €EIC(X) = o (O]

Now, let A C X such that (4), € C(Cy(X) — Cp,(X)). Then p ¢ A. Let
D be a component of X — {p} such A C D. Then (A), C (D)., but (A), €

C(Cn(X) = Cyy,, (X)). Thus (A), = (D), and A= D. O

Corollary 5.12. Let X be a continuum and let p € X. Then |C(X — {p})| =
IC(C(X) = Cy (X))

Theorem 5.13. Let X be a continuum, p: C'(X) — [0
let K € C(X)— Fi(X). Ifty < u(K) is such that p=*
then C(X) — Ck(X) is arcwise connected.

,00) a Whitney map and
(to) is arcwise connected

Proof. Let A € C(X) — Ckg(X) and B € ' (tg). If u(A) = tg, since u='(to) is
arcwise connected, there exists an arc between A and B which is contained in
1t (to)-

Suppose that u(A) < tg. There exists a : [0,1] — C(X) an order arc such
that «(0) = A and (1) = X. Thus, ty € p(a([0,1])) = [u(A), u(X)]. By the
intermediate value theorem, there exists ¢ € (0,1) such that «a(t) € p=*(to).
Since p'(tg) is arcwise connected, there exists an arc between a(t) and B.
Then, there is v : [0, 1] — C(X) an arc from A to B. Notice that u(vy(s)) < to
and u(D) > to for every D € Cg(X). Thus, 7([0,1]) C C(X) — Ck(X).

Now, suppose p(A) > ty. Let a € A, there exists 5 : [0,1] — C(X) an order arc
such that 5(0) = {a} and B(1) = A. Thus, to € u(3(0, 1])) = [u({a}), p(A)]
By the intermediate value theorem, there exists s € (O 1) such that §(s) €
p(to). Notice that B([s,1]) N Ck(X) = 0, otherwise, K C ((so) and K C A
which is a contradiction. Since 1 ~!(y) is arcwise connected, there exists an arc
between [(s) and B. Then, there is an arc from A to B into C'(X) — Ck(X).
Therefore C(X) — Ck(X) is arcwise connected. O

A continuum X is continuum chainable if for each positive number ¢ and each
pair of points p # ¢ in X, there is a finite sequence of subcontinua {A;, ..., A,}
of X such that diameter (A4;) <€, p € A1, ¢ € A, and A; N A; 1 # D for every
1< n.

As consequence of Theorem 5.13 and [12, Theorem 33.4, p. 248| we have the
next corollary.

Corollary 5.14. For a continuum X. If X s continuum chainable and K €
C(X) — Fi(X), then C(X) — Ck(X) is arcwise connected.
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6. OTHER TOPOLOGICAL PROPERTIES

In this section we consider other topological properties of C7(X), some of
them are consequences of the properties of C,,(X).

6.1. Cells in the hyperspace C}(X).

Theorem 6.1. Let X be a nondegenerate continuum and let n € N. Then
C(X) contains a n-cell for every K € 2%,

Proof. Let K € 2%¥ and z € K. Let A;,..., A, be n pairwise disjoint nonde-
generate subcontinua of X — {x}. For each j € {1,...,n}, let a; € A;, and let
a; : [0,1] = C(A;) be an order arc such that a;(0) = {a;} and o;(1) = A,.
Notice that K ¢ «;(t) for every j € {1,...,n} and each t € [0,1]. Then the
map [ : [0,1]" — CE(X) given by B((t1,...,t,)) = 7x(ai(t1) U---Ua(t,)) is
an embedding of [0,1]" in C}(X). O

Theorem 6.2. Let X be a continuum, n € N and let K € 2%. If X — {z}
contains n pairwise disjoint decomposable subcontinua for some x € K, then
C(X) contains a 2n-cell.

Proof. Let My, ..., M, be n pairwise disjoint decomposable subcontinua of X —
{z}. Suppose that M; = A; U B;, where A; and B; are subcontinua, for
each j € {1,...,n}. By the proof of (1.145) of [20], we may assume that
each A; N B; is connected, A; — (A; N B;) # 0, B; — (A; N B;) # 0, and
[A; — (A; N B;)]N[Bj — (A; N B;j)] = 0 for every j € {1,...,n}. For each
je{l,...,n}, let o; : [0,1] = C(A;) and (5 : [0,1] = C(B;) be order arcs such
that Oéj(O) = A]’ N Bj, CYj(l) = Aj, ﬁ](()) = Aj N Bj and 5](1) = Bj. Then the
map 7 : [0, 1]*" — CR(X) given by y(t1, .. . ton) = T (Uj—; (@s(ta;—1)UB;(t2n)))
is an embedding of [0, 1]*" in C(X). O

6.2. Contractibility. A topological space Z, is contractible provided that the
identity map of Z is homotopic to a constant map of Z into Z.

Theorem 6.3. Let X be a continuum and n € N. Then C,,,.(X) is contractible
for each K € 2X.

Proof. Let K € 2. There exists an order arc « : [0, 1] — 2% such that a(0) = K
and (1) = X. Let H : C,.(X) x [0,1] = C,,(X) the function defined by
H(A,t) = a(t) U A. We shall prove that H(C,,,.(X) x [0,1]) C C,(X). Let
AeC,(X)andt e |0,1]. Since K C A by [12, Theorem 15.3, p. 120], each
component of K intersects «(t) for every ¢t € [0,1]. Then each component of
A intersects a(t). Thus a(t) U A has at most n components. Therefore H is a
map. So C,, (X) is contractible. O

Theorem 6.4. Let X be a continuum and let n € N. Consider the following
statements:
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(1) Co(X) is contractible.
(2) CR(X) is contractible for each K € 2.
(3) CR(X) is contractible for some K € 2.

Then, (1), (2) are equivalents, and (2) implies (3).

Proof. (2) implies (3) is inmediate. Let K € 2%. Suppose that C,(X) is con-
tractible, there exists a map H' : C,,(X)x[0,1] — C,(X) such that H'(A,0) = A
and H'(A,1) = X for each A € C,,(X). Let H : C,,(X) x [0, 1] = C,,(X) be the
segment homotopy associated with H’ define by

H(At)=| J{H(A,;5):0< s <t}

Then H is a map, see [20, Lemma 16.3, p. 533]. Observe that H({A} x [0,1])
is an order arc from A to X for every A € C,(X).

Claim. H(C,,(X) x [0,1]) = C, . (X).

Since Cy,,. (X) = H(C,,.(X) x {0}), then C,,.(X) C H(C,,,.(X) x [0,1]). Now,
let A€ C,,.(X). Since H(A,0) = A and H(A,0) C H(A,t) for every t € [0, 1],
then K C A C H(A,t). Thus H(A,t) € Cpe (X).

On the other hand, we define G : CE(X) x [0,1] — CR(X) by
i (H(mx' (A), )) which is a map such that for each A € C(X), G(A

and G(A, 1) = . Hence C(X) is contractible. Thus (1) implies (2).
Now, let K = X By Remark 1.1 C}(X) is homeomorphic to C,(X). Since
Cr(X) is contractible, C,,(X) is contractible. Thus (2) implies (1). O

Given a continuum X, denote by Cs(X) the set [ J 2, C,,(X). By Theorem
6.4, [16, Theorem 3.7, p. 241] and [16, Theorem 8.7, p. 254] we have the
following;:

Theorem 6.5. Let X be a continuum and let n € N be given. Then the following
are equivalent.

1) 2% is contractible.

2) C,(X) 1s contractible.

3) Coo(X) is contractible

4) C(X) is contractible.

5) Cn(X) is contractible for each K € 2.

A continuum X is said to have Kelley’s property provided that given any
€ > 0, there exists 0 > 0 such that if a,b0 € X, d(a,b) < ¢, and A € C(X) such
that a € A, then there exists B € C(X) such that b € B and Hy(A, B) < ¢
We say that a continuum X is smooth at a point p € X provided that for
each € > 0 there is 6 > 0 such that for each x € X, for each subcontinuum
M containing p such that z € M and for each y € X satisfaying d(z,y) < §
there is a subcontinuum L containing p such that y € L and Hy(M,L) <e. A
continuum X is smooth if it is smooth at some point.
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Corollary 6.6. If C,,(X) is a smooth continuum and K € 2%, then for each
n €N, C(X) is contractible.

Proof. Since C,(X) is smooth continuum, by |7, Corollary 4.3.1, p. 253], X has
a Kelley’s property, then C,(X) is contractible by [16, Corollary 3.8, p. 241].
Thus, C}(X) is contractible by Theorem 6.4. O

A nonempty closed proper subset (continuum) L of a continuum X is called;

e an R'-set (continuum) if there exist an open set U containing L and

two sequences {C” }°°_, i = 1,2, of components of U such that L =
limsup C}, N lim sup C2,,

e an R2-set (continuum) if there exist an open set U containing L and
two sequences {C? }°°_, i = 1,2, of components of U such that L =
lim C! Nlim C2,,

e an R3-set (continuum) if there exist an open set U containing L and a
sequence {C, }5°_, of components of U such that L = liminf C,,.

Theorem 6.7. Let n € N. If a continuum X contains an Ri-continuum, i €
{1,2,3}, then C,(X) contains an R'-set for i € {1,2,3}, respectively.

Proof. Let L = limsup C! NlimsupC? C U be an R'-continuum of X. By
Lemma 5.10 (C? ),, are components of (U),,. Let £ = lim sup(C}),,Nlim sup(C?),,.
Then {{z} : z € L} C £ and L is closed. Let A € L, for each i = 1,2, let
{A}, }321 be sequences such that lim Afnj = A, where A}, € (C}, ),. Then

j—o0
A C L so that A € (U),. Thus £ C (U),, is an R'-set of C},(X). The proof for
1 = 2,3 is similar. |

By [2, Corollary 3.3, p. 317| and Theorem 6.7 we conclude the next result.

Corollary 6.8. Let n € N. If a continuum X contains an R'-continuum for
i €{1,2,3}, then C,,(X) is not contractible.

As consequence of Theorem 6.4 and Corollary 6.8 we obtain

Corollary 6.9. Let n € N. If a continuum X contains an R'-continuum for
i€ {1,2,3} and K € 2%, then C(X) is not contractible.

The following results give another proof to Corollary 6.9.

Lemma 6.10. Let X be a continuum, n € N and let K € 2X. For every e > 0,
T (Nu(Chp (X),€) N Cr(X)) is an open subset in Ci(X) containing C,,, .

Proof. Since Ny (C,,,.(X),€) N C,(X) is an open subset in C,(X) and 7 is a
closed map. Then

WK(Cn(

T (Cn(X)

Cr(X

X) = (Nu(Cye (X),
) = 7TK(NJLI(CnK(X%6) n(X)) =
) (N (Cre (X)), €) N Co(

— TK NH CnK
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is closed in CE(X). Thus mx(Ny(Ch, (X),€) N Cr(X)) is an open subset con-
taining C,, . 0

Lemma 6.11. Let n € N and K € 2X. If U is an open subset in C,(X)
such that C, . (X) C U, then mx(U) is an open subset in Cj(X) such that
CnK € FK(U)

Proof. Give A € mg(U), there exists A € U such that 7x(A) = A. If A ¢
Chy (X), there is W an open subset of C,,(X) such that A € W C U — Cy,,. (X).
By Remark 1.2, mx(W) is an open subset in C(X) containing A such that
TK(W> C WK(U)

If Ae (. (X). Since C,,(X) C U, there is € > 0 such that Ng(C,,.(X),e) N
Cn(X) CcU, then A € Nyg(C,(X),e) NC,(X). By Lemma 6.10,

T (Nu(Chp (X),€) N Cr(X)) C mr(U)

is an open subset in C}:(X). Therefore mx (U) is an open subset in C%(X) such
that C,,,. € T (U). d

Theorem 6.12. Let n € N. If a continuum X contains an R-continuum,
i € {1,2,3}, then for every K € 2% C%(X) contains an R'-set fori € {1,2,3},
respectively.

Proof. Let L be an R'-continuum of X. Then there exist an open subset U of
X with L € U and two sequences {C"” }>°_, i = 1,2 of components of U such
that L = limsup C}, N limsup C?. We consider two cases:

Case I. Assume that K ¢ L. Let ky € K —Land W =UN(X —{k;}). Notice
that L C W. Thus, there are subsequences {C;, }32, and {C7, }32; of {Cy, }ov_,
and {C7 }iv_; in W, respectively, such that L = limsupCy, N limsup C7, .
Since (W), N Cy(X) = 0, by proof of Theorem 6.7, £ = limsup(C’Tlnj>n N

lim sup(C’gm)n is an R'-set of (W),. From Remark 1.2,
7 (L) = limsup 7 ((C}, ),) N lim sup 7TK(<C'31J,>”)

is an R'-set in mr ((W),).

Case II. Suppose that K C L. Let € > 0 such that Ny(L,e) C U. Notice
that Bf(L) C Ng(Cp,(X),€) and BE(L)N C,(X) C (U),. Let W = (U), U
(Np(Ch (X),€)NCL(X)) which is an open subset in C,,(X) such that C,,, (X) C
W. By Lemma 6.11 mx (W) is an open subset in C7-(X) containing C,,,.. Let C,
the component of 7 (W) containing 7 ((C? ),) for each i = 1,2. Then for each
i=1,2, {C! }°°_, is a sequence in mx(W). Thus M = limsupC}, N lim sup C2,
is an R'-set in mx(W). The proof for i = 2,3 is similar. O

6.3. Homogeneity.

Theorem 6.13. If X is a homogeneous continuum then C7, (X) is homeomor-
phic to C’?q} (X) for every p,q € X.
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Proof. We consider p,g € X and h : X — X a homeomorphism such that
h(p) = q. The induced function C,(h) : C,,(X) — C,(X) is a homeomorphism
such that C,(h)({p}) = {q}. Moreover, if A € C, (X), then C,(h)(A) €
Chyy (X). Thus Cy(h)(Chy,, (X)) = Ch,(X). Let m, and 7, be the quotient
maps to C, (X) and CF, (X), respectively. Since g = m, o Cy,(h) is a quotient
function. Then C?p}(h) is the homeomorphism induced by g. And the following
diagram is conmutative

Cn(h)

Cn(X) — Ch(X)
T 4 L
C?p} (X> - C?q} <X)

?p} (h)

O
To finish this paper we ask the following questions.

Question 6.14. If X = S' and n > 2, then C%(X) is homeomorphic to C(X)
for every A, B € C(X) (or2%)?

Question 6.15. If X is a homogeneous continuum then C4(X) is homeomor-
phic to Cx(X) for every A, B € C(X) (or2%)?
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INDUCED MAPPINGS ON C,(X)/C,, (X)

JOSE G. ANAYA, ENRIQUE CASTANEDA-ALVARADO,
AND JOSE A. MARTINEZ-CORTEZ

ABSTRACT. Given a continuum X and n € N. Let C,,(X) and C,, . (X) the
hyperspaces, of nonempty subsets of X with at most n components and, all
elements in C,(X) containing K where K is a compact subset of X, respec-
tively. Given a mapping f : X — Y between continua, let C,,(f) : Cp,(X) —
Cpn(Y) be the induced mapping by f, defined by C,(f)(4) = f(A4). Now,
C%(X) denotes the quotient space Cp(X)/Ch,(X). Similarly, let C(f)
denote the natural induced mapping between C% (X) and C¥ ¢y (Y). In this
paper, we prove some relationships among the mappings f, Cy,(f) and C%(f)
for the following classes of mappings: almost monotone, atriodic, confluent,
joining, light, monotone, open, OM, pseudo-confluent, quasi-monotone, semi-
confluent, strongly freely decomposable, weakly confluent, weakly monotone.

1. INTRODUCTION

A continuum is a nonempty compact connected metric space. A subcontinuum
of a continuum X is a subset which is a continuum. A map is a continuous
function.

Given a continuum X and n a positive integer. Denote by 2% the hyperspace
of all nonempty closed subsets of X, C,(X) is the hyperspace of all nonempty
subsets of X having at most n components and F,(X) is the hyperspace of
all nonempty subsets of X having at most n points, all topologized with the
Hausdorff metric (see [20, p. 1]). When n = 1, we write C'(X) instead of Cy(X).
Given a compact subset K of X, the set

Cop(X)={A € Cy(X) : KCA}

is called the containment hyperspace, also, considered with the Hausdorff metric.
For a continuum X, C%(X) denote the quotient space

Cn(X)/Cne (X)

with the quotient topology. The fact that C,,(X)/C,,,. (X) is a continuum follows
from [21, Theorem 3.10, p. 40]. 7% denote the quotient map 7 : C,(X) —
Cn(X)/Ch o (X). Also, e (C, (X)) = {C7 }-

2010 Mathematics Subject Classification. 54C05, 54C10, 54B20, 54B15.
Key words and phrases. Induced mapping, Hyperspaces, Continuum, Containment hyper-
spaces, Quotioent space.
1
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Given a mapping f : X — Y between continua, the mapping C,(f) :
Crn(X) = Co(Y) defined by C,(f)(A) = f(A) is called the induced map by
f. Let C(f) : Cp(X) — CE(Y) be the function defined such that a way that

Ck () (i (A)) = T (F(A)).

By [12, Theorem 4.3] C%(f) is a map. Moreover, the following diagram is
conmutative.

Co(x) (v

) G5 )
Let A be a class of mappings between continua. A general problem is to
determine all possible relationships among the following statements:
(1) f €A
(2) Cu(f) € A;
(3) CR(f) € A for each K € 2,
(4) CR(f) € A for some K € 2%.

There are some particular results concerning this problem, which relate (1) and
(2). Readers especially interested in this topic are referred to [5], [7], [8], [10],
[11], [13]- [17]. Regarding induced maps in quotient hyperspaces, see [1], [3], [4],
6], [9], among others.

In this paper we study the interrelations among the statements (1)-(4), for the
following classes of mappings: almost monotone, atriodic, confluent, joining,
light, monotone, open, OM, pseudo-confluent, quasi-monotone, semi-confluent,
strongly freely decomposable, weakly confluent, weakly monotone.

2. DEFINITIONS AND NOTATIONS

An arc is any topological space homeomorphic to I = [0, 1] and a simple closed
curve is any topological space homeomorphic to S* = {(z,y) : 2% + y? = 1}.
We denote the closure and interior of a subset A of X by Clx(A) and Intx(A),
respectively, and the positive integers by N. Let X be a metric space with
metric d and € > 0. BY(z) denote the open ball in X of radius € and center .
The hyperspace 2% is considered with the Hausdorff metric induced by d, which
is denoted by H, and defined as follows: for any A, B € 2%,

Hy(A,B) =inf{e >0 : AC Ny(B,¢)and B C Ny(A, €)}, where

= J Bl()

z€A
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Given a map f : X — Y between continua. Then the induced function from
2% into 2V is the function f* defined by

f*(A) = f(A) for each A € 2.
Let H(X) be a hyperspace of X such that
H(X) € {2%,C(X), Co(X), Fu(X)}.
The induced function from H(X) into H(Y") is the function
H() = [l : HX) = HY)
which is a map [18, Theorem 13.3, p. 106].
Let A, B € 2X. An order arc from A to B is a mapping o : I — 2% such that

a(0) = A, a(1) = B, and «(r) is a proper subset of a(s) whenever r < s (see
20, 1.2-1.8, p. 57-59)).

Given a continuum X. For any finitely many subsets Uy, ..., U, of X, we

define (U, ...,U,) as

{Ac2¥ : Ac|JUi, ANU; #0, foreachi=1,...,r}.
i=1
The set

{(Ur,...,U,) : foreach i € {1,...,r}, U; is an open set of X, r € N}

is a base for a topology for 2%. This topology is called the Vietoris topology
and matches with the topology induced by Hy, see [18, Theorem 3.2, p. 18|. In
this paper, (U, ..., U,), denote the set (Uy,...,U,) N Ch(X).

A surjective mapping f : X — Y between continua said to be:

e almost monotone provided that for each subcontinuum with nonempty
interior @ of Y, f~1(Q) is connected:;

e atriodic if for every subcontinuum () of Y, there exist two components C'
and D of f~(Q) such that f(C)Uf(D) = Q and for each component E of
F7HQ), we have that either f(E) = Q, or f(E) C f(C)or f(E) C f(D);

e confluent if, for every subcontinuum K of Y and for each component M
of [(K), f(M) = K;

e freely decomposable if whenever A and B are proper subcontinua of Y
such that Y = AU B, then there exist two proper subcontinua A’ and
B’ of X, such that X = AU B, f(A') C Aand f(B') C B,

e joining provided that for each subcontinuum () of Y and for each two
components C' and D of f~1(Q), we have that f(C)n f(D) # 0;

e light if f~'(y) is totally disconnected for each y € Y;

e monotone if f~'(y) is connected for each y € Y;

e open if f(U) is open in Y for each open subset U of X;
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e OM if there exist a continuum Z and mappings g: X — Z and h: Z —
Y such that f = h o g, g is monotone and h is open;

e pseudo-confluent provided that for each irreducible subcontinuum B of
Y, there exists a component C' of f~1(B) such that f(C) = B;

e quasi-monotone provided that for each subcontinuum B of Y having
nonempty interior in Y, f~!(B) has only finitely many components and
each of these components maps onto B under f;

o semi-confluent if, for every subcontinuum B of Y and every pair of com-
ponents C' and D of f~*(B), either f(C) C f(D) or f(D) C f(C);

e semi-open if for every open subset U of X, Inty (f(U)) # 0;

e strongly freely decomposable if whenever A and B are proper subcontinua
of Y such that Y = AU B, we obtain that f~'(A) and f~'(B) are
connected;

e weakly confluent if, for each subcontinuum K of Y, there exists a sub-
continuum M of X such that f(M) = K;

e weakly monotone provided that for each subcontinuum B of Y having
nonempty interior in Y, each component of f~!(B) is mapped by f onto
B.

3. PRELIMINARY RESULTS

Let X be a continuum and let L be a subcontinuum of X. We denote by
X/L the quotient space obtained by shrinking L to a point. Then X/L is a
continuum by [21, Theorem 3.10, p. 40]. Let X and Y be continua, let L be a
subcontinuum of X, and let f: X — Y be a surjective map. We consider the
quotient spaces X/L and Y/f(L). Let gx : X — X/L and gy : Y — Y/f(L) be
the quotient maps. We denote ¢x (L) and ¢y (f(L)) by Lx and Ly, respectively.
Notice that f induces a function f : X/L — Y/f(L) (see [12, Theorem 7.7, p.
17]) given by

F(A) = { gy (f((ax) " (A))) if A# Lx;
Ly if A = Lx.

The continuity of f follows from [12, Theorem 4.3, p. 126]. Observe that the
following diagram is commutative.

X Y
(IXl qu
X/L—=Y/f(L)

The next proposition is consequence of [4, Theorem 3.1, p. 492].

Proposition 3.1. Let X and Y be continua and let K be a compact subset of
X. If f: X =Y surjective map, the following hold:



(1) The maps 3 and 7y, are monotone;

(2) The maps Tic|c, (x)-Ce (%) * Cn(X) = Cnye (X) = C(X) = {C, } and
THE) C )=y 1) 1 Ca(Y) = Crg (V) = Cfiy (V) = {Cy ) are
homeomorphisms;

(3) If Cp . (X) and C,,, .. (Y) are nowhere dense in C,(X) and C,(Y), res-

()
pectively, then mx and 7T}/(K) are semi-open maps.

Proposition 3.2. Let f : X — Y be a surjective mapping between continua
and let L be a subcontinuum of X. Suppose that A is any of the following
class of mappings between continua: monotone, OM, confluent, semi-confluent,
weakly confluent, pseudo-confluent, quasi-monotone, weakly monotone, joining,
almost monotone, atriodic, freely decomposable or strongly freely decomposable.
If f € A, then f € A.

Proof. In [4, Theorem 3.2, p. 493| is proved that if f is either almost monotone,
atriodic, freely decomposable or strongly freely decomposable, then f is almost
monotone, atriodic, freely decomposable or strongly freely decomposable, res-
pectively. Let A be one of the other classes of mappings of the statement. Since
gy is monotone, ¢y € A. By [19, (5.1),(5.4), (5.5), (5.6)], and Propositions 4.1,

4.3 and 4.4 of [6], gy o f € A. Now, by [19, (5.15), (5.16), (5.19), (5.20) and
(5.21)], A has the composition factor property. Thus, since gy o f = f o qx,

foqx € A. Therefore, f € A. O

Since ¢x|x—r and gy |y_sz) are homeomorphisms and

flio-sn = @y ly—say © f o ax.
we have the following proposition.

Proposition 3.3. Let f : X — Y be a mapping between continua and L be a
subcontinuum of X.

(1) If f is confluent, then for each subcontinuum B C'Y — f(L) and each
component A of f~Y(B), f(A) = B.

(2) If f is weakly confluent, then for each subcontinuum B C Y — f(L),
there exists A be a subcontinuum of X such that f(A) = B.

(3) If f is quasi-monotone (weakly monotone), then for each subcontinuum
B C Y — f(L) with Inty(B) # 0 and each component A of f~(B),

f(A)=B.
Proposition 3.4. Let f : X — Y be a surjective mapping between continua
and r € N such that r < n. Let Ly, ..., L, be nonempty disjoint closed subsets

of Y. For eachi € {1,...,r}, let M; be a component of f~'(L;). Then,
(1) (M, ..., M,), is a component of Cp,(f)" ({L1,...,Ly)n)-
(2) If M is a component of f~'(L;) such that M # M; and r < n, then
(My,...,M,, M), is a component of Cp(f)"*((L1,..., Ly)n)-
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(3) If Li ¢ C} ey (Y) such that f( ) & Ui, Li, then mi((Ma, ..., M,),) is
a component of Cf(f) " (7} oy (L1, -+, Lyn))-

Proof. (1) and (2) are proved in [1, Proposition 2.4, p. 478]. We will prove
(3), consider ® the component of C%(f)~'(w (K)((Ll,...,L )n)) containing
ax((My, ..., M,),). Notice that (My,..., M,), C (7x)~ 1(@) Since f(K) ¢
Ui—1 Li, we have that (L, ..., Ly)n N Cyyy (Y) = 0. Then 7rf )(C’an>(Y)) ¢
Traoy (Lo Le)g). Thus, 7% (Crye (X)) ¢ D and Gy, (X) N (75)7H(D) = 0.
Since C%(f)omn = WJEK(K)OCn<f), then (%)~ 1(D) C Co.(f) (L1, ..., L)) By
(1) of this proposition and (1) of Proposition 3.1, (7x) (D) C (M, ..., M,),.
Then © = 7p((My, ..., M,),). O
The next result is a consequence of C,,, (X) = {X}, if K = X.

Proposition 3.5. Let H a nondegenerate connected subset of Cp,(X). If X € H,
then there exists K € 2% such that C,,, (X) C H.

Lemma 3.6. Let f : X — Y be a surjective mapping between continua, 1 < n,
and let Q a closed subset of C,,(Y).
(1) If X & C,.(f)"1(Q), there exists m € N such that for each K € B (X),

Coie (X) N C(f)71(Q) = 0.
(2) If X € C,(f)"1(Q), emists K € 2% such that C,,,.(X) C Cn(f)"1(Q).

Proof. Suppose that for each m € N, there exists K,, € B¥(X) such that

Cr, (X)NCy(f)71(Q) # 0. Then, we may assume that { K, }men is a sequence
of Cn(X) such that {K,,}men converge to X. We consider L, € Cy (X) N
Cn(f)~YQ) for each m € N. Notice that { L., }men C Cr(f)71(Q) is a sequence
such that K, C L,,. Thus, {L,,}men converge to X. Then, X € C,(f)"1(Q),
this is a contradiction.

For prove (2), let H be a component of C,(f)~*(Q) such that X € H. If H
is degenerate, is easy to verify (2). In another case, by Proposition 3.5, we
conclude (2). O

Lemma 3.7. Let K € 2X, f : X = Y be a mapping between continua and
neN. If f(K) € F1(Y), then

e )= U Gy
pEfTH(f(K))
Proof. Let A € 7% (Upef—l(f(K)) C’n{p}(X)>, there exist p € f~'(f(K)) and
B € C,,,(X) such that 75(B) = A. Then f(p) € f(B) and Ci(f)(A) =

Cr()(m %(B)) = 710 (Ca(f)(B)). Thus, w1 (Co(f)(B)) = C . i, A€
Cr()~( O

"f(K)>
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Proposition 3.8. Let K € 25X, n € Nand f : X — Y be a mapping between
continua. Then C7-(f)~H(CY ) is connected.

f(K)

Proof. Suppose that H and L are different components of C(f)~ (C’Zf © ). We
may assume that C;X € H. By Proposition 3.1, (75)~'(H) and (7 )_1(5)
are disjoint connected subset of C,,(X) such that C,,(X) C (7%) ' (H). Now,
let L € (m%) " (L). Notice that C%(f)(mx(L)) = C’X(K), and for each order
arc « : I — Co(X) of L to X, C(f)(mx(a(1))) = { nf(K)} Then, X €
(%) 71 (H) N () 7L(L), this is a contradiction. Therefore, C%(f)~ (C’,?;(K))
connected.

4. HOMEOMORPHISM AND OPEN MAPPINGS

Theorem 4.1. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N.
Then the following conditions are equivalent:

(1) f is injective;

(2) Cu(f) is injective;

(3) C(f) is injective for each K € 2°X;
(4) C(f) is injective for some K € 2.

Proof. We notice that (1) and (2) are equivalent, (2) implies (3), and (3) implies
(4). To prove that (4) implies (1). Let z,y € X such that f(z) = f(y). Then
) fo

Trao({f (@)} = T ({f()}). Since C(f)(mic(A)) = 7)) (f(A)) for each
A € C,(X) and C(f) is injective, mx({z}) = mx({y}). Then {x} = {y} or
K C {z} n{y}. In any case, x = y. Therefore f is injective. O

Theorem 4.2. Let f: X — Y be a mapping between continua and n € N. We
consider the following conditions:

(1) f is surjective;

(2) C.(f) is surjective;
(3) CR(f) is surjective for each K € 2%;
(4) Cr(f) is surjective for some K € 2%.
Then (2) and (3) are equivalent, (3) implies (4) and each one of the conditions
(2), (3) and (4) implies (1).
Proof. We notice that (2) implies (3) and (3) implies (4). We will prove (3)
implies (2). Let B € C,,(Y) and K € 2% such that K N f~Y(B) = ). Since
Cr(f) is surjective, there exists A € Cj(X) such that CR(f)(A) = 7T}/(K)(B>.
Also, exists A € C,,(X) such that 7% (A) = A. Then,

C??(f)(fl) = Ci(N)(mic(A)) = T (Ca(£)(A)) = 710 (B).
As 7Tf(K (B) # C, nf(K)’ Cn(f)(A) = B. Hence, C,(f) is surjective.
Now, to prove (4) implies (1). Let K € 2% such that C%(f) is surjective
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and y € Y. If y € f(K), there exists k; € K such that f(k:l) = y. Now,
suppose that y & f(K), {y} ¢ Cu, ., (Y). Then 7Tf(K {y}) # C n, 5 Since
Ck(f) is surjective, there exists A € Cj(X) such that C%(f)(A) = 77, ({y})-
Moreover there is A € C,(X) such that m5(A) = A. As C?((f) o W;(( =
i) © Culf), CRNE(A)) = a0 (Cu(£)(A)) = sy ({y}). Thus, there
exists @ € A such that f(a) =v. O

As consequence of Theorem 4.2 y [10, Proposition 1, p. 784| we have following
result.

Corollary 4.3. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N.
Then Ci(f) : Cx(X) = C)(Y) is onto for every K € 2% if and only if f is
weakly confluent.

The next example shows us that there are continua X, Y and amap f: X —
Y such that f is not weakly confluent and C%(f) is surjective for some K € 2%.

Example 4.4. Let f : [0,1] — St defined by f(t) = €. Then, f is not
pseudo-confluent, or weakly monotone and not freely decomposable. If K = {0},
then Ci(f) is monotone for every n > 1.

Proof. Notice that, f is not pseudo-confluent, or weakly monotone and not freely
decomposable.

Now, let K = {0} and n € N. We shall prove that C}(f) is monotone. Let
B € Cf)(Y). Suppose that B = Cl ., by Proposition 3.8, Cr(f)~Y(B) is
connected. In another case, by Lemma 3.7,

Ck"®=m | U G,y (0.1
pef~H(f(K))
Then, Co([0,1]) = Upe-1(5(x)) Cnyy ([0, 1]) = C((0,1)). Since f|(o,1) is one to
one, by Theorem 4.1 C%(f)|rx(c, (1)) is one to one. Then Cr(f)~Y(B) is
connected. i

Theorem 4.5. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N.
Then the following conditions are equivalent:

(1) f is a homeomorphism;

(2) C.(f) is a homeomorphism;

(3) CR(f) is a homeomorphism for each K € 2% ;
(4) C%(f) is a homeomorphism for some K € 2%,

Proof. (1) implies (2). It follows from [10, Theorem 46, p. 801]. We notice
that (2) implies (3) and (3) implies (4). By Theorem 4.1 and Theorem 4.2 f is
bijective. Thus, f is a homeomorphism. Therefore (4) implies (1). O
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Theorem 4.6. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N.
Consider the following conditions:

(1) f is a homeomorphism;
(2) Cn(f) is open;
(3) C(f) is open for each K € 2% ;
(4) CR(f) is open for some K € 2.
Then conditions (1-8) are equivalent and each one of the conditions (1-3) implies

(4)-

Proof. By [5, Corollary 3.3, p. 122], (1) and (2) are equivalent. We have that
(2) implies (3), by Theorem 4.5. Now, we prove that (3) implies (2). Let & an
open subset of C,,(X).

First, we may assume that X € U. Since C,(X) is locally connected in X.
There exists V an open connected subset of C,(X) containing X such that
V C Clg,x)(V) € U. By Proposition 3.5, there exists K € 2% such that
Cr(X) C Clg,(x)(V) C U. By [2, Lemma 6.10], 7 (U) is an open subset of
Cp(X) containing CX . Since Cp(f) is an open mapping, Cit(f)(mx(U)) is
an open subset of C7,(Y) containing C}L/f(K)' Notice that C%(f)(ra(U)) =
a0 (Cu(H)U)). Thus, (77 0) ™ (7540 (Cu(HU))) = Cu(f)U) is an open
subset of C,(Y).

In another case, if X ¢ U, by Lemma 3.6, there exists K € 2% such that
Che (X)NU = 0. Then, 75 (U) and CR(f)(mx(U)) are open subsets of C(X)
and C7 ) (Y), respectively. Also, Cr. ¢ m(U) and C’};(K) ¢ CL(f)(mn(U)).

Since Cie(f)(m (U)) = 756y (Cu(f)(U)). Then,
(TF0) ™ (T ey (Cu(N)U))) = Cu(F)U)

is an open subset of C,,(Y), this is a contradiction. Therefore, C,,(f) is an open

mapping.
Clearly, (1-3) implies (4). d

The next example shows us that there are continua X, Y and amap f: X —
Y such that f is not a homeomorphism and C%(f) is open for some K € 2%.

Example 4.7. Let J =[—1,1] and f : J — I defined by f(t) = [t|. Then, f is
not a homeomorphism. If K = {0}, then C3(f) is open for every n > 1.

5. MONOTONE TYPE MAPPINGS

Theorem 5.1. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N. Let
M any of the following class of mappings: monotone, almost monotone, quasi-
monotone, weakly monotone. If C(f) € M for each K € 2%, then f € M.

Proof. Let B € C,,(Y)—{Y} (with Inty (B) # () for the cases: almost monotone,
quasi-monotone and weakly monotone). We consider K € 2% such that K N
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f71(B) = 0. Then C,(B) is a subcontinuum of C,,(Y) (Intc, vy(Cr(B)) # 0)
such that C,(B) N C,y, ., (Y) = 0. Thus, 7T}/(K)<Cn(B)) is a subcontinuum of

Clu (V) ~ {C% ) (e (50 (Ca )

a) If Cr(f ) is a monotone (or almost monotone) mapping, then the preimage

Cr(f)~ ( 1) (Cn(B))) is connected. Since 7x is a monotone mapping, then
()~ 1(0}‘((f)_1(7rj’f(K)(Cn(B)))) is connected. Thus,

()" (CR () (70 (Ca(B)))) = Cu(f)H(Cu(B)).
Notice that C,,(f)"1(Cn(B)) = (f~'(B)),. Hence, f~!(B) is connected. There-

fore, f is monotone (or almost monotone).

b) If C(f) is a quasi-monotone (or weakly monotone) mapping, then the pre-
image Cj(f) ™" (7}(x)(Cn(B))) has only finitely many components, £1,..., £,
and O (f)(£i) = 7y (Cu(B)) for each i € {1,...,m}. Let L be a com-
ponent of f~'(B). By (3) of Proposition 3.4, mx({L),) is a component of
CR(f) (7} (x)(Cn(B))). Thus, each component of f~!(B) determines one com-
ponent of C%(f) ™! (7} s)(Cn(B))). Therefore, f~'(B) has only finitely many
components and by (3) of Proposition 3.3, f(L) = B. Hence, f is also quasi-
monotone (or weakly monotone). U

Theorem 5.2. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N.
Then the following conditions are equivalent:

(1) f is monotone;
(2) C.(f) is monotone;
(3) CR(f) is monotone for each K € 2%.

Moreover, each one of the conditions (1), (2), (3) implies (4).
(4) CR(f) is monotone for some K € 2.

Proof. By [10, Theorem 4, p. 784], (1) and (2) are equivalent. By Proposition
3.2 and Theorem 5.1, (2) implies (3) and (3) implies (1), respectively. Clearly,
(3) implies (4). O

Theorem 5.3. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N. We
consider M as in Theorem 5.1 and the following conditions:

(1) feM;

(2) Cu(f) € M,

(3) C(f) € M for each K € 2%;

(4) C(f) € M for some K € 2X.
Then condition (2) implies (3) and each one of the conditions (2) and (3) implies
(4) and (1).

Proof. 1t follows from Proposition 3.2 that (2) implies (3). By Theorem 5.1, (3)
implies (1). Clearly, (2) implies (1) and (3) implies (4). O
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The Example 4.4 shows us that there are continua X, Y andamap f: X — Y
such that f is not monotone, or almost monotone, or quasi-monotone or weakly
confluent, and C%(f) is monotone for some K € 2%.

5.1. Strongly freely decomposable mappings.

Theorem 5.4. Let f : X — 'Y be a map between continua and let n € N. Then,
C(f) is almost monotone if and only if Cy(f) is strongly freely decomposable.

Proof. Since every almost monotone map is strongly freely decomposable, we
have that the almost monotoneity of C'%( f) implies his strong free decomposabi-
lity. Since C'%(X) is unicoherent by |2, Theorem 2.1], the converse implications
follow from |7, Theorem 4.2, p. 894]. O

The next result follows from Theorem 5.3 for almost monotone mappings and
Theorem 5.4.

Corollary 5.5. Let f : X — Y be a map between continua and let n € N. If
C(f) is strongly freely decomposable, then f is an almost monotone map.

6. CONFLUENT TYPE MAPPINGS

Given a continuum X, n € N, B a subcontinuum of X and z,...,2,1 € X,
notice that B = ({z1},...,{zn_1}, B)n C Cy(X) is homeomorphic to B. Hence,
if B is an irreducible continuum, then B is an irreducible continuum.

Theorem 6.1. Let f: X — Y be a mapping between continua and n € N. If
C is any of the following class of mappings: confluent, semi-confluent, weakly
confluent, pseudo-confluent, joining. If C%(f) € C for each K € 2%, then
feC.

Proof. Let B be a proper subcontinuum (irreducible for the case of pseudo-
confluent) of Y and let D; and D, components of f~1(B). We consider K € 2%
such that K N f~(B) = 0 and let y1,...,y,-1 € Y — (B U f(K)) such that
y; # vy, for i # j. Let M; be a component of f~!(y;) for each i € {1,...,n—1}.
Then, by (3) of Proposition 3.4, for i € {1,2} 7x((My,..., M, 1,D;),) is a
component of C}”g(f)—l(w}f(K)(B)) where B = ({z1},...,{zn-1}, B)n. Notice
that BNC,,, ., (Y) = 0 (this implies that 7r}/( i) (B) is a irreducible subcontinuum
of O ) (Y) such that C};(K) ¢ 7T}/(K)(B)).

a) If C%(f) is confluent, then by (1) of Proposition 3.3 for each component D
of f~Y(B) we have C,,(f)({M, ..., M, 1,D),) = B. Hence, f(D) = B and f is
confluent.

b) If C%(f) is semi-confluent, without of lost generality we can suppose that

Ci(N(mic (M, ..., My, Di)a)) € C(f)(mig (M., Mooy, Da)n))-

Then C,(f)((My,...,Myu_1,D1),) C Co(f)((M,..., My_1,Ds),). Therefore
f(D1) C f(Dy) and f is semi-confluent.
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c) If C%(f) is weakly confluent, then by (2) of Proposition 3.3, there exists a
continuum 9N of C,,(f)~1(B) such that C,,(f)(9M) = B. Since MNC,,,. (X) =0,
we can find a subset M, of X, such that M is a component of f!(B) and
(My, ..., M), N9 # (. By (2) of Proposition 3.4, (M,..., M,), is compo-
nent of C,,(f)"*(B). Thus, M = (Mj,..., M,), and f(M,) = B. Therefore f
is weakly confluent.

d) If C%(f) is pseudo-confluent, then C} (f)_l(ﬂ'}/(K)(B)) has a component €
such that CE(f)(€) = WJXZ(K)(B> Since C;' ¢ €, (7x)7*(€) is a component of
(i) HCR () Ty (B))) = Cul(f)™ {(B). Notice that C, (f)((%)71(€)) = B.
On the other hand, J(m%) (&) € f~*(y1) U -+ U fHyn1) U f7Y(B), with
(U)M@ Nf~ (i) # 0 and (U(r) ()N f7H(B) # 0. Since U(mic) ™ (€)
has at most n components, then Ci,...,C, are exactly the components of
U(r£)~1(€). Without loss of generality, we assume that C; C f~1(y;) for
i=1,...,n—1and C, C f7}B). Let C the component of f~'(B) such
that C,, C C.

Claim. f(C) =

Let b € B and let E ={vy,...,yn—1} Ub. Then E € B. Hence, there ex-
ists A € (m%)71(C) such that f(A) = E. This implies that b € f(A) C
FUEH)"He)) = f(Cy)u---U f(C,). If there exists j € {1,...,n — 1} such
that b € f(C};), then b = y;, thls is a contradiction. Hence, b € f( ). Thus,
be f(C). It follows that B C f(C). Therefore, f is a pseudo confluent.

e) If C%(f) is joining, then

C(A) g ((My,..., My, D1)n)) VO (f) (mg (M, ..., My, Da)n)) # 0.

r_[‘hllS7 On(f)<<M1, . ,Mn_l, D1>n) N Cn(f>(<M1, ey Mn—h D2>n) 7& @ Hence,
f(D1) N f(Dg) # 0 and f is joining. O

Theorem 6.2. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N. Sup-
pose that C is any of the following class of mappings: confluent, semi-confluent,
weakly confluent, pseudo-confluent, joining. We consider the following condi-
tions:

(1) feC;
(3) C(f) € C for each K € 2°%;

(4) Cx(f) € C for some K € 2X.
Then condition (2) implies (3) and each one of the conditions (2) and (3) implies
(4) and (1).

Proof. By Proposition 3.2, (2) implies (3). By Theorem 6.1, (3) implies (1).
Clearly, (2) implies (1) and (3) implies (4). O
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The Example 4.4 shows us that there are continua X, Y and a map f :
X — Y such that f is not pseudo-confluent, weakly confluent, semi-confluent,
or confluent and C%(f) is confluent for some K € 2%.

7. OM, ATRIODIC AND LIGHT MAPPINGS

Let X be a continuum. Given a sequence {A,, } men of subsets of X we define
lim sup,,,_, ., A as the set of points x € X such that there exists a sequence of
positive integers m; < mgy < --- and points z,,, € A,,, such that limx,,, = x.

Lemma 7.1. [10, Lemma 12, p. 788] A mapping f : X — Y between continua is
an OM-mapping if and only if, for each point y € Y and each sequence of points
Ym €Y converging to y the set limsup,, ... [~ (ym) meets each component of

).
Theorem 7.2. Let f: X — Y be a mapping between continua and n € N. We
consider the following conditions:

(1) f is OM-mapping;

(2) Cu(f) is OM-mapping;

(3) CR(f) is OM-mapping for each K € 2%;

(4) C(f) is OM-mapping for some K € 2.
Then condition (2) implies (3) and each one of the conditions (2) and (3) implies
(4) and (1).

Proof. By Proposition 3.2, (2) implies (3). Let y € Y and let {y;}ien be a
sequence of points in Y converging to y. We consider K € 2% such that f(K)N

{y,y1,...} = 0. Take z1,...,2,1 €Y — (f(K)U{y,y1,...}) such that z; # z
for j # 1. Let M; be a component of f~*(z;) for each j € {1,...,n— 1} and let
M,, be a component of f_ (y ) By (3) of Proposition 3.4, w5 ((My, ..., M,),)
is a component of CR(f)~ ( xy ({71, -+, 2n-1,9})). Since the sequence

{Wf(K)({Zlﬂ <oy Zn—1; yi})}ieN

converges to 7y ({21, .+, 20-1,y}). By Lemma 7.1
T ((My, ..., M,)) N hItIl)Sllp Cr(f)” (7rf {2 2,y })) # 0.

Let A € (My,..., M,) such that
T (A) € limsup CR(f)~ (Wf(K ({215 Znm1,Ue}))-

t—o00

Then, there exists a subsequence {mx(A;,)}ren such that for each positive in-
teger 7, 13 (Ay,) € CR(N) T (Thy({21s - 201,90, })) and limy oo T (Ay,) =
mx(A). Let a € ANM,,. Since lim,_,, A;, = A, there exists a sequence {ay, },en,
with a;, € A;,, such that converges to a € A. Thus, exists a positive integer mg
such that f(as,) =y, for each r > mg. Hence a € AN M, Nlimsup, . [~ (y:)-
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Therefore, by Lemma 7.1, f is an OM-mapping.
Clearly, (2) implies (1) and (3) implies (4). O

The Example 4.4 shows us that there are continua X, Y andamap f: X — Y
such that f is not OM and C7%(f) is OM for some K € 2.

Theorem 7.3. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N. We
consider the following conditions:

(1) f is atriodic;

(2) Cu(f) is atriodic;

(3) CR(f) is atriodic for each K € 2% ;

(4) C(f) is atriodic for some K € 2X.
Then condition (2) implies (3) and each one of the conditions (2) and (3) implies
(4) and (1).
Proof. By Proposition 3.2, (2) implies (3). Let B be a proper subcontinuum of Y’
and let K € 2% such that KN f~*(B) = 0. We consider y1,...,9y,—1 € Y —(BU
f(K)) with y; # y; for ¢ # j. Since Cjt(f) is atriodic map, there exist two com-
ponents D1 and Dy of Ci(f) ™ (7y (B)), where B = ({1}, ..., {yn-1}, B)n,
such that

a) Ci(f)(D1) UCK()(D1) = T )(3)
b) for each component € of Ci(f)~! (7} (B)), we have either Ci(f)(€) =

i) (B) or Ci(f)(€) C CR(f) (D) or CK(f)(Q?) C Ck(f)(D2).

For each j = 1,2, we have (73%)"1(D;) N C,(X) = 0. Then, we can find
subsets Mf, ..., MJ of X such that Mf is a component of f~!(y;) for each
i =1,...,n— 1 and M/ is a component of f~1(B). We may assume that
;N (MY, ..., Mi),) # 0. Since D, is a component of CR(f) (i) (B)), by
(3) of Proposition 3.4, ®; = mx ((M7, ..., M?),). Thus, by a) f(M})Uf(M?) =
B. Now, let C' be a component of f~!(B). Since mx({(M},.. Mﬁ L O)y) s
a component of C'}L((f)*l(ﬂ}/(K)(B)), by b), f(C) = B or f(C) C f(M}) or
f(C) C (M)

We notice that (2) implies (1) and (3) implies (4). d

Theorem 7.4. Let f : X — Y be a mapping between continua and n € N. We
consider the following conditions:
(1) f is light;
(2) Cu(f) is light;
(3) CR(f) is light for each K € 2°X;
(4) CR(f) is light for some K € 2.
Then each one of the conditions (2) and (3) implies (1) and (3) implies (4).

Proof. Tt follows from [11, Theorem 3.10, p. 185 that (2) implies (1). Now,
suppose that C}(f) is a light mapping. To prove that f is a light mapping,
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we may assume that exists y € Y such that f~!(y) is not totally disconnected.
Let M be a nondegenerate component of f~1(y). Let K € 2% such that K N
fHy) = 0 and let y1,...,yn—1 € Y — (f(K) U {y}) such that y; # y; for
i # j. Let M; be a component of f~!(y;) for each i = 1,...,n — 1. By (3) of

Proposition 3.4, 7x((My, ..., M, 1, M),) is a subcontinuum nondegenerate of
C’}L((f)_l(ﬂ}/(m({yl, ey Yn—1,Y})), this is a contradiction.
Clearly, (3) implies (4). O

The next example shows us that there are continua X, Y and amap f: X —
Y such that f is light and C%(f) is not light for some K € 2.

Example 7.5. Let J = [—1,1] and f : J — I defined by f(t) = |t|. Then, f is
light. If K = {1}, then C%(f) is not light for every n > 1.

Proof. Notice that f is light. Suppose that K = {1}, since f~!'(f(K)) =
{-=1,1}, by Lemma 3.7, C%(f)"Y(CZ ) is nondegenerate. By Proposition

Tf(K)

3.8, C(f)~"(CL ) is a connected subset of C7%(J). Therefore, C%(f) is not

nf(K)

light. O
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