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Resumen

El n-ésimo hiperespacio de un continuo X es la familia, Cn(X), de sub-
conjuntos cerrados y no vacíos de X con a lo más n componentes, dotado
con la topología inducida por la métrica de Hausdorff. Dado K un subcon-
junto cerrado del continuo X, la subfamilia CnK

(X) de Cn(X) que consta
de todos los elementos de Cn(X) que contienen a K, es otro hiperspacio de
X. Con estos dos hiperespacios se define el espacio cociente Cn(X)/CnK

(X).
Este trabajo presenta propiedades topológicas de este espacio topológico y
las relaciones que hay entre las propiedades que presenta el continuo X, el hi-
perespacio Cn(X) y el espacio cociente Cn(X)/CnK

(X). Además, se presenta
la relación de funciones entre continuos f : X → Y y sus funciones inducidas
Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y ) y Cn

K(f) : Cn
K(X) → Cn

f(K)(Y ), para las clases
de funciones: casi monótonas, atriódicas, confluentes, unión, ligeras, monó-
tonas, abiertas, OM, pseudo-confluentes, quasi-monótonas, semiconfluentes,
fuertemente libremente descomponibles, débilmente confluentes y débilmente
monótonas.
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Abstract

The n-fold hyperspace of X is the family, Cn(X), of closed and non-empty
subsets of X with at most n components, endowed with the topology indu-
ced by Hausdorff’s metric. Given K a closed subset of the continuum X, the
subfamily CnK

(X) of Cn(X) consisting of all the elements of Cn(X) that con-
tain K, is another hyperspace of X. With these two hyperspaces the quotient
space Cn(X)/CnK

(X) is defined. This work presents topological properties of
this topological space and the relationships between the properties that the
continuumX, the hyperspace Cn(X) and the quotient space Cn(X)/CnK

(X),
present.

In addition, the relationship of functions between continua, f : X → Y
and their induced functions, Cn(f) : Cn(X)→ Cn(Y ) and Cn

K(f) : Cn
K(X)→

Cn
f(K)(Y ), is presented for the functions: almost monotone, atriodic, con-

fluent, union, light, monotone, open, OM, pseudo-confluent, quasi-monotone,
semiconfluent, strongly freely decomposable, weakly confluent and weakly
monotone.
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Introducción

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Dado
un continuo X, un subcontinuo de X es un subconjunto de X el cual es un
continuo. Dado n ∈ N, consideramos los siguientes hiperespacios de X:

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vacío};

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo};

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos};

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}.
Todos dotados con la métrica de Hausdorff (ver la definición en el Capítulo
1), nótese que C(X) es igual a C1(X). Sea K un subconjunto cerrado de X,
dado un hiperespacio H(X) ∈ {2X , Fn(X), Cn(X)}, el conjunto

HK(X) = {A ∈ H(X) : K ⊂ A}

es llamado el hiperespacio contención para K en H(X), considerado como
subespacio de H(X).
Consideremos el espacio cociente

H(X)/HK(X)

con la topología cociente. Por [37, Teorema 3.10, p. 40], H(X)/HK(X) es
un continuo. πXK denota la función cociente πXK : H(X) → H(X)/HK(X), y
HX
K = πXK (HK(X)).

Por otro lado, dada una función continua entre continuos f : X → Y ,
induce una función natural f ∗ : 2X → 2Y definida por f ∗(A) = f(A) para
todo A ∈ 2X . Así, para cada H(X) ∈ {2X , Fn(X), Cn(X)} la función in-
ducida H(f) : H(X) → H(Y ) es la función f ∗|H(X). En el mismo sentido
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se define la función inducida f̃ entre los espacios cociente H(X)/HK(X) y
H(Y )/HK(Y ), veáse Capítulo 3.

Esta tesis aborda algunas propiedades topológicas del espacio cociente
H(X)/HK(X), además de mostrar las relaciones que hay de las funciones
entre continuos f y las inducidas H(f) y f̃ , cuando H(X) = Cn(X). Por lo
mismo, está dividida en tres capítulos. El Capítulo 1 trata de los conceptos
básicos como son: continuos, topología cociente, hiperespacios, topología de
Vietoris, métrica de Hausdorff, arcos ordenados, funciones de Whitney, fun-
ciones inducidas, al final del capítulo introducimos nuestro objeto de estudio
que es el hiperespacio cociente Cn

K(X) = Cn(X)/CnK
(X).

En el Capítulo 2, estudiamos las propiedades topológicas del espacio
Cn
K(X) tales como: conexidad local, arco disconexidad, contractibilidad, uni-

coherencia, homogeneidad, y aposindesis. El capítulo esta dividido en siete
secciones. En la Sección 1, estudiamos la conexidad y la conexidad local del
hiperespacio Cn

K(X). En la Sección 2 desarrollamos resultados de arco disco-
nexidad de Cn

K(X)−{CnK
}. En la siguiente sección probamos cuando Cn

K(X)
contiene n-celdas. Continuando en la Sección 4 con el estudio de la no con-
tractibilidad del espacio Cn

K(X) con ayuda de los Ri-conjuntos. De manera
breve, la Sección 5, contiene propiedades de unicoherencia y homogeneidad.
La Sección 6, esta dedicada a la propiedad de aposindesis, damos condicio-
nes para K bajo las cuales el espacio Cn

K(X) es aposindético y finitamente
aposindético. Finalmente en la Sección 7, mostramos resultados que se obtu-
vieron para la clase de gráficas finitas como la dimensión del espacio Cn

K(X)
y la relación que este tiene con conos, suspensiones y el espacio Cn(X).

En el Capítulo 3, abordamos el siguiente problema. Dada M una clase de
funciones entre continuos, se determinaron relaciones entre las siguientes:

(1) f ∈M;

(2) Cn(f) ∈M;

(3) Cn
K(f) ∈M para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) ∈M para algún K ∈ 2X ,

donde Cn
K(f) denota la función inducida entre los hiperespacios Cn

K(X) y
Cn
f(K)(Y ). El contenido de este capítulo, esta dividido en dos partes; la pri-

mera contiene definiciones básicas de funciones y resultados generales de fun-
ciones inducidas entre espacios cociente . La segunda parte presenta las rela-
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ciones antes mencionadas de las siguientes clases de funciones: casi monóto-
nas, atriódicas, confluentes, unión, ligeras, monótonas, abiertas, OM, pseudo-
confluentes, quasi-monótonas, semi-confluentes, fuertemente libremente des-
componibles, débilmente confluentes y débilmente monótonas.



Antecedentes

La Teoría de Continuos es una rama de la Topología que se encarga de
estudiar las propiedades de los espacios métricos, compactos y conexos; a un
espacio con dichas características se le llama continuo. Dado un continuo X
con más de un punto. Un hiperespacio de X es una colección de subconjuntos
de X que satisfacen propiedades específicas. Los primeros hiperespacios más
estudiados de un continuo son:

2X = {A ⊂ X : A 6= ∅ y cerrado},

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo},
Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes},

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n elementos}, para cada n ∈ N.

Al conjunto 2X lo consideramos con la métrica de Hausdorff ([24]). Obsér-
verse que C(X), Cn(X) y Fn(X) están contenidos en 2X . De lo cual, podemos
considerar a cada uno de ellos con la métrica heredada de 2X .
Otros espacios topológicos se han definido mediante el cociente entre hiper-
espacios y han sido estudiados, algunos de ellos se mencionan a continuación.
En 1979, Sam B. Nadler, Jr. en [36] define y denota el hiperespacio suspensión
del continuo X como el espacio cociente

HS(X) = C(X)/F1(X).

Más tarde, en 2004, R. Escobedo, M. de J. López y S. Macías extendieron el
estudio del hiperespacio suspensión en [18].
En el mismo año, S. Macías generalizó el estudio del hiperespacio suspensión,
considerando el espacio cociente

HSn(X) = Cn(X)/Fn(X),

6
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llamado el n-ésimo hiperespacio suspensión de X en [31], continuando su
estudio en 2006, veáse [33].
En el año 2008, J. C. Macías en [27] analizó el espacio cociente

PHSn(X) = Cn(X)/F1(X),

llamado el n-ésimo pseudo-hiperespacio suspensión de X.
El trabajo más reciente es del año 2016, J. Camargo y S. Macías en [10]
consideraron el espacio cociente

Cn
1 (X) = Cn(X)/C1(X).

Por otro lado, dado K un subconjunto compacto de un continuo X y un
hiperespacio H(X) ∈ {2X , C(X), Cn(X), Fn(X)}, definimos

HK(X) = {A ∈ H(X) : K ⊂ A}.

Así, continuando la línea de investigación de cocientes entre Cn(X) y algún
otro hiperespacio, se definen los espacios cociente Cn(X)/CnK

(X). Los cuales
despiertan un interés particular con respecto a sus propiedades topológicas.
Con respecto a funciones inducidas este hiperespacio abre un campo de tra-
bajo, además de que ya hay diversas investigaciones sobre funciones inducidas
entre hiperespacios cociente, veáse [1], [4] y [25].



Hipótesis y Objetivos

Para este trabajo de investigación las hipótesis planteadas son las siguien-
tes:

Las diversas propiedades topológicas del continuo X las tiene el hiper-
espacio Cn

K(X).

Las diferentes clases de funciones entre continuos, se preservan al con-
siderar las funciones inducidas entre sus hiperespacios cociente.

Los objetivos generales son:

(1) Estudiar propiedades topológicas del espacio cociente Cn(X)/Cn(K,X),
así como las propiedades que son heredadas por el continuo X, y vice-
versa.

(2) Estudiar clases de funciones entre continuos y sus relaciones con las
funciones inducidas entre hiperespacios.

De manera más específica, para el primer objetivo, abordaremos las pro-
piedades de conexidad local, arco disconexidad, contractibilidad, unicoheren-
cia, homogeneidad y aposindesis.

Para el segundo objetivo, abordaremos las posibles relaciones entre las
siguientes afirmaciones:

(1) f ∈M;

(2) Cn(f) ∈M;

(3) Cn
K(f) ∈M para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) ∈M para algún K ∈ 2X .

8
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Donde M es alguna de las siguientes clases de funciones: casi monótonas,
atriódicas, confluentes, unión, ligeras, monótonas, abiertas, OM, pseudo-con-
fluentes, quasi-monótonas, semi-confluentes, fuertemente libremente descom-
ponibles, débilmente confluentes y débilmente monótonas.



Métodos

La mayor parte de la conducción del trabajo de investigación se realizará
en la Facultad de Ciencias de la Universidad Autónoma del Estado de Méxi-
co (UAEMéx), bajo la dirección del tutor académico Dr. Enrique Castañeda
Alvarado y como tutores adjuntos, el Dr. José Guadalupe Anaya Ortega y
el Dr. Norberto Ordoñez Ramírez. La Facultad de Ciencias de la UAEMéx,
cuenta con una biblioteca, que contiene una colección de libros especializados
en el área en que se va a realizar la investigación. El tesista podrá hacer uso
de esta, así como del laboratorio de cómputo con el que se cuenta, mismo que
está equipado con diversas computadoras con acceso a la red y con paquetería
diversa que permite, entre otras cosas, la preparación automatizada de docu-
mentos científicos (LATEX). El tesista tendrá acceso a una oficina compartida
en la Facultad de Ciencias de la UAEMéx, en donde podrá realizar su trabajo
de tesis, bajo una supervisión cercana del tutor académico y tutores adjuntos.

Al inicio de las actividades, el tesista llevará dos cursos que son funda-
mentales para la investigación los cuales son: Temas Selectos de Teoría de
Continuos y Temas Selectos de Topología. Así mismo, cursará Actividades de
Investigación de Doctorado del I al VI, en donde se desarrollará el material
que compondrá la tesis y en donde se indicará el trabajo matemático que el
tesista tendrá que realizar por su propia cuenta con el fin de asimilar, depurar
y aplicar correctamente los conceptos que conformarán su tesis de doctorado.
Con el fin de que el tesista alcance la madurez matemática necesaria que le
permita hacer mejor uso de las capacidades aprendidas, en la parte interme-
dia y final de su trabajo, el tesista realizará actividades de investigación que
completen y complementen su trabajo de tesis. Estas actividades se reporta-
rán al comité tutorial de manera semanal. Posteriormente, los resultados de
investigación se publicarán en revistas indizadas.
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Capítulo 1

Preliminares

El objetivo de este capítulo es introducir algunos conceptos básicos y
propiedades que usaremos a lo largo de este trabajo, algunos otros concep-
tos y propiedades las iremos mencionando según sea necesario. Así mismo,
dedicamos una sección de este capítulo a la introducción del hiperespacio
Cn
K(X).

1.1. Continuos e Hiperespacios
Esta sección es dedicada a conceptos básicos de Teoría de Continuos e

Hiperespacios. También mencionamos algunos resultados, cuyas demostra-
ciones son omitidas, no obstante se da una referencia para su consulta.

Continuos

A continuación damos la definición de continuo, que es base de este tra-
bajo, no sin antes mencionar que la definición original de continuo, fue dada
por G. Cantor en 1883 que dice que, un continuo es un subconjunto perfecto
(es decir, cerrado y denso en sí mismo) de un espacio euclidiano.

Notación y Terminología General

Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Un
subcontinuo es un subconjunto de X el cual es un continuo.

11
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Un espacio topológico X es localmente conexo en x ∈ X, si para cada
abierto U de X tal que x ∈ U , existe un abierto conexo V de X tal que
x ∈ V ⊂ U . Diremos que es localmente conexo, si es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

Un continuo de Peano es un continuo localmente conexo.

Un continuo X es conexo en pequeño en p si, cada vecindad de p con-
tiene una vecindad conexa de p.

Un continuo X es descomponible, si se puede escribir como la unión de
dos subcontinuos propios; y diremos que es hereditariamente descom-
ponible si cada subcontinuo no degenerado es descomponible.

Un continuo X es indescomponible, si no es descomponible; y es here-
ditariamente indescomponible, si cada subcontinuo de él es indescom-
ponible.

Un continuo X es unicoherente, si para cualesquiera subcontinuos A y
B de X tales que X = A∪B, se cumple que A∩B es conexo; y es he-
reditariamente unicoherente, si cada subcontinuo de X es unicoherente
(es decir, si la intersección de cualesquiera dos subcontinuos de X es
conexa).

Dado un subconjunto A de un espacio topológico X, denotamos la
cerradura, el interior y la frontera de A por ClX(A), IntX(A) y BdX(A),
respectivamente.

Al conjunto de los enteros positivos lo denotaremos por N.

Los siguientes, son algunos ejemplos de continuos, que usamos a lo largo
de este trabajo.

Un arco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo unitario I = [0, 1].

Una curva cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo a la circunfe-
rencia unitaria S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Sea n ∈ N con 3 ≤ n <∞, un n-odo simple es un continuo homeomorfo al
subespacio del plano euclidiano que resulta de unir con segmentos de recta,
el punto (0, 1) con los puntos (1, 0), (2, 0), . . . , (n, 0).



13

El abanico armónico es un continuo homeomorfo al continuo que se ob-
tiene al unir con segmentos de recta, el punto (0, 1) con los puntos (0, 0) y
( 1
n
, 0), para cada n ∈ N.

Un disco es cualquier espacio homeomorfo a

D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

Dado n ∈ N con n ≥ 2, una n-celda es un espacio homeomorfo al pro-
ducto In =

∏n
j=1 Ij, donde Ij = [0, 1] para cada j ∈ {1, . . . , n}. Notemos que

una 2-celda es un disco.

Un cubo de Hilbert es cualquier espacio homeomorfo al producto nume-
rable I∞ =

∏∞
j=1 Ij con la topología producto, donde Ij = [0, 1] para cada

j ∈ N.

Notación. Denotamos por Y ≈ Z, si Y y Z son dos espacios topológicos
homeomorfos.

Espacio Cociente

Dado un continuo X, una forma de obtener otros continuos es pegar o
identificar algunos de sus puntos. Esta idea intuitiva es la del espacio cocien-
te. Antes de dar la definición, necesitamos de lo siguiente:

Una descomposición (o partición) de un espacio topológico (no vacío) Z,
es una colección de subconjuntos no vacíos de Z ajenos entre sí y cuya unión
es Z.

Sean Z un espacio topológico y D una descomposición de Z. La familia

τ(D) = {U ⊂ D : q−1(U) es un subconjunto abierto de Z}

es una topología para D llamada topología cociente, en la cual la función
q : Z → D esta definida como q(x) = D, donde D es el único elemento de
D tal que x ∈ D, llamada función cociente. El espacio (D, τ(D)) es llamado
espacio cociente.

Observación 1.1.1. [17, 1.2, p. 121] La topología τ(D) es la topología más
grande que hace que la función q sea continua.
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El espacio cociente (D, τ(D)) también se conoce como espacio de descom-
posición o espacio de identificación de Z, o simplemente una descomposición
de Z.

El siguiente ejemplo muestra que las descomposiciones de continuos, no
necesariamente son continuos.

Ejemplo 1.1.2. [37, p. 37] Sea X = [−1, 1] y sea D la partición cerrada de
X dada por

D = {{x,−x} : −1 < x < 1} ∪ {{−1}, {1}}.

Entonces, el espacio de descomposición (D, τ(D)) no es de Hausdorff, por lo
tanto no es metrizable.

Sean Z un espacio métrico y D una descomposición de Z. Decimos que
D es semicontinua superiormente, si para cada elemento D ∈ D y cada sub-
conjunto abierto U de Z con D ⊂ U , existe un subconjunto abierto V de Z
con D ⊂ V y tal que si A ∈ D y A ∩ V 6= ∅, entonces A ⊂ U .

La siguiente proposición da una forma equivalente de considerar a las
descomposiciones semicontinuas superiormente.

Proposición 1.1.3. [37, Proposición 3.7, p. 39] Sean (Z, τ) un espacio to-
pológico, D una descomposición de Z, y sea q : Z → D la función cociente.
Entonces, D es una descomposición semicontinua superiormente si y sólo si,
q es una función cerrada.

Una de las condiciones adicionales sobre la descomposición para que el
espacio cociente resultante sea un espacio métrico es que la descomposición
sea semicontinua superiormente, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1.4. [37, Teorema 3.9, p. 40] Sea Z un espacio métrico compac-
to. Si D es una descomposición semicontinua superiormente de Z, entonces
D es metrizable.

Como consecuencia de la invarianza de la conexidad y la compacidad bajo
funciones continuas y del Teorema 1.1.4, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.1.5. Sea X un continuo. Si D es una descomposición semicon-
tinua superiormente de X, entonces D es un continuo.
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En los siguientes ejemplos, mostramos como apartir de un continuo po-
demos obtener nuevos continuos identificando algunos de sus puntos.

1. En I2 definimos D1 = {{(0, 1 − y), (1, y)} : 0 ≤ y ≤ 1} ∪ {{(x, y)} :
0 < x < 1, 0 ≤ y ≤ 1}. Nótese que D1 es una descomposición semi-
continua superiormente de I2. Por el Teorema 1.1.5, el espacio cociente
(D1, τ(D1)) es un continuo, el cual se conoce como banda de Möbius.

2. En I2 consideremos D2 = {{(0, y), (1, y)} : 0 ≤ y ≤ 1}∪{{(x, y)} : 0 <
x < 1, 0 ≤ y ≤ 1}. Por el Teorema 1.1.5, el espacio cociente (D2, τ(D2))
es un continuo, llamado cilindro.

Teorema 1.1.6. Sean Z un espacio métrico y compacto, y A un subconjunto
cerrado no vacío de Z, consideremos la siguiente descomposición de Z:

DA = {{z} : z ∈ Z − A} ∪ {A}.

Entonces, el espacio cociente (DA, τ(DA)) es un espacio métrico con la topo-
logía cociente.

Demostración. Obsérvese que D es una partición semicontinua superiormen-
te. Por el Teorema 1.1.4, (DA, τ(DA)) es un espacio métrico.

Notación. El espacio cociente (DA, τ(DA)) del Teorema 1.1.6, se le denota
comunmente por Z/A.

Como consecuencia inmediata del Teorema 1.1.6, de la Proposición 1.1.3,
Teorema 1.1.5 y de la continuidad de la función cociente, tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.1.7. Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X.
Entonces

(1) X/A es un continuo.

(2) q : X → X/A es una función cerrada.

Hiperespacios

La Teoría de Hiperespacios de Continuos nace aproximadamente en la
década 1910-1920. Esta teoría tiene sus inicios con los trabajos de F. Haus-
dorff [19] y L. Vietoris [39]. Dado un espacio topológico X, el hiperespacio
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2X de todos los subconjuntos no vacíos y cerrados de X, fue introducido por
L. Vietoris en 1922. En general, un hiperespacio es una colección de subcon-
juntos de X, con alguna característica particular.

Los hiperespacios de un continuo X más estudiados son:

2X = {A ⊂ X : A 6= ∅ y cerrado};

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo};
Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes};

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n elementos}, para cada n ∈ N.
Al conjunto 2X lo dotamos con la topología inducida por la métrica de Haus-
dorff (definida más adelante). Notemos que C(X), Cn(X) y Fn(X) están
contenidos en 2X , de lo cual, podemos considerar a cada uno de ellos con la
topología heredada de 2X .

Observación 1.1.8. C(X) = C1(X).

F1(X) = {{p} ∈ 2X : p ∈ X}.

Fn(X) ⊂ Fn+1(X) para toda n ∈ N.

Cn(X) ⊂ Cn+1(X) para toda n ∈ N.

Los siguientes son algunos modelos clásicos de hiperespacios que aparecen
en la literatura.

• El hiperespacio de subcontinuos del intervalo I es el conjunto

C(I) = {A ⊂ I : A = [a, b], 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}

el cual es homeomorfo al conjunto {(a, b) : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} ⊂ R2 (ver
Figura 1.1), la demostración se puede consultar en [24, Ejemplo 5.1, p.
33].

• El hiperespacio de subcontinuos de una curva cerrada simple S1 es el
conjunto

C(S1) = {A ⊂ S1 : A es un punto, o un arco, o S1}

el cual es homeomorfo a un disco (ver Figura 1.2), la demostración se
puede consultar en [24, Ejemplo 5.2, p. 35].
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x
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1

C([0, 1])

Figura 1.1: Hiperespacio C(I).

•S
1

Figura 1.2: Hiperespacio C(S1).

• Si X es un continuo localmente conexo en el que todos los arcos tienen
interior vacío, entonces Cn(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert, para
todo n, véase [30, Teorema 7.1, p. 250].

• El hiperespacio C2(I) es homeomorfo a [0, 1]4, véase [22, Lema 2.2, p.
349] (esto es un resultado de R. M. Schori).

• El hiperespacio C2(S
1) es homeomorfo al cono sobre una “dona rellena”,

el cual no se puede construir en R3 si no en R4, véase [23].

SeanX un continuo con métrica d y ε > 0. Consideremos x ∈ X y A ∈ 2X ,
definimos en X la bola abierta de radio ε y centro x como el conjunto

Bd
ε (x) = {y ∈ X : d(x, y) < ε},
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y la nube de radio ε alrededor de A como

Nd(A, ε) =
⋃

x∈A
Bd
ε (x).

Dotamos al hiperespacio 2X con la métrica de Hausdorff, Hd, véase [24, De-
finición 2.1, p. 11], definida de la siguiente forma: Para cada A,B ∈ 2X ,

Hd(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂ Nd(B, ε) y B ⊂ Nd(A, ε)}.

Por otro lado, podemos definir otra topología para 2X de la siguiente
forma.
Dada cualquier cantidad finita de subconjuntos U1, . . . , Ur de X, definimos
〈U1, . . . , Ur〉 como el conjunto

{A ∈ 2X : A ⊂
r⋃

i=1

Ui, A ∩ Ui 6= ∅, para cada i = 1, . . . , r}.

Teorema 1.1.9. [24, Teorema 1.2, p. 3] Dado X un continuo. La familia

{〈U1, . . . , Ur〉 : para cada i ∈ {1, . . . , r}, Ui es un abierto de X, r ∈ N}

es una base para alguna topología sobre 2X .

La topología definida en el Teorema 1.1.9, se llama topología de Vietoris
para 2X y la denotamos por TV .

Teorema 1.1.10. [24, Teorema 3.2, p. 18] Si X es un continuo, la topología
inducida por la métrica de Hausdorff, THd

, y la topología de Vietoris, TV para
2X , coinciden.

Notación. Dado n ∈ N, denotamos 〈U1, . . . , Ur〉 ∩Cn(X) por 〈U1, . . . , Ur〉n.

Teorema 1.1.11. Sean X un continuo y n ∈ N. Entonces los siguientes son
ciertos:

(a) 2X es un continuo ([32, Corolario 1.8.9, p. 62]).

(b) Cn(X) es un continuo ([32, Corolario 1.8.12, p. 62]).

(c) Fn(X) es un continuo ([32, Corolario 1.8.8, p. 63]).
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Algunas de las herramientas de gran utilidad en los hiperespacios 2X y
Cn(X) son los arcos ordenados y las funciones de Whitney que definimos a
continuación.

Dado un continuo X, sean A, B ∈ 2X . Un arco ordenado de A a B es
una función continua α : I → 2X tal que α(0) = A, α(1) = B, y α(r)
es un subconjunto propio de α(s) cuando r < s. La definición y existencia
pueden consultarse en [35, Definición 1.2, p. 57] y [35, Teorema 1.8, p. 59],
respectivamente.

Teorema 1.1.12. [35, Teorema 1.8, p. 59] Dado X un compacto y sean A,
B ∈ 2X tales que A ( B. Entonces, existe un arco ordenado de A a B en
2X , si y sólo si A ⊂ B y cada componente de B intersecta a A.

Sean X un compacto y H ⊂ 2X . Una función de Whitney para H es una
función continua µ : H → [0,∞) que satisface las siguientes condiciones:

1. µ(A) < µ(B) para cualquier A,B ∈ H tales que A ⊂ B y A 6= B;

2. µ(A) = 0 si y sólo si A ∈ H ∩ F1(X).

Teorema 1.1.13. [24, Teorema 13.4, p. 107] Si X es un espacio metrizable
compacto y no vacío, entonces existe una función de Whitney para cualquier
hiperespacio de X.

Las funciones inducidas son herramienta que relacionan hiperespacios de
continuos. A continuación damos la definición de función inducida.
Una función entre continuos f : X → Y induce una función natural f ∗ :
2X → 2Y definida por

f ∗(A) = f(A) para todo A ∈ 2X .

Así, si H(X) ∈ {2X , C(X), Fn(X), Cn(X)}, entonces la función inducida
H(f) : H(X) → H(Y ) es la función H(f) = f ∗|H(X), véase [24, Defini-
ción 77.1, p. 381].
Por [24, Lema 13.3, p. 106] tenemos la siguiente observación.

Observación 1.1.14. La función inducida f ∗ es continua. Además, H(f)
es una función continua.
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1.2. El hiperespacio Cn(X)/CnK(X)

En esta sección recordamos brevemente algunos hiperespacios cociente
que ya han sido estudiados, así como quien los ha estudiado e introducimos
el hiperespacio cociente Cn(X)/CnK

(X) que es nuestro objeto de estudio.

Uno de los primeros hiperespacios cociente se define en el año 1979 por
Sam B. Nadler, Jr. en [36], este es llamado hiperespacio suspensión del con-
tinuo X y se define como el espacio cociente

HS(X) = C(X)/F1(X).

Más tarde, en el año 2004, R. Escobedo, M. de J. López y S. Macías ex-
tendieron el estudio del hiperespacio suspensión en [18]. En el mismo año,
S. Macías generalizó el estudio del hiperespacio suspensión, considerando el
espacio cociente

HSn(X) = Cn(X)/Fn(X),

llamado el n-ésimo hiperespacio suspensión de X en [31], continuando con el
estudio de este hiperespacio en 2006, véase [33].
Para el año 2008, J. C. Macías en [27] analizó el espacio cociente

PHSn(X) = Cn(X)/F1(X),

llamado el n-ésimo pseudo-hiperespacio suspensión de X.
El trabajo más reciente es del año 2016, J. Camargo y S. Macías en [10]
consideraron el espacio cociente

Cn
1 (X) = Cn(X)/C1(X).

Siguiendo esta línea de investigación, definimos un nuevo espacio cociente,
para el cual estudiamos algunas de sus propiedades en el siguiente capítulo.

Sean X un continuo y H(X) ∈ {2X , Cn(X), Fn(X)} con n ∈ N. Dado K
un subconjunto cerrado de X, el conjunto

{A ∈ H(X) : K ⊂ A}

denotado por HK(X) se conoce como el hiperespacio contención para K en
H(X).



21

Observación 1.2.1. Sean X un continuo y n ∈ N. Entonces, FnK
(X) 6= ∅

si y sólo si |K| ≤ n.

Proposición 1.2.2. Sean X un continuo, K un subconjunto cerrado de X
y n ∈ N. Si H(X) ∈ {2X , Cn(X), Fn(X)}, entonces HK(X) es cerrado en
H(X).

Demostración. Dado que 2XK ∩ H(X) = HK(X), basta mostrar que 2XK es
cerrado. Sea B ∈ 2X − 2XK , como K 6⊂ B, existe k0 ∈ K−B. Sean U y V dos
abiertos ajenos tales que k0 ∈ U y B ⊂ V . Entonces B ∈ 〈V 〉 y 〈V 〉∩2XK = ∅.
Así, 2X − 2XK es abierto.

Proposición 1.2.3. Sean X un continuo y n ∈ N. Si K un subconjunto
cerrado de X, entonces FnK

(X), CnK
(X) y 2XK son conexos.

Demostración. Veamos que FnK
(X) es conexo. Por la Observación 1.2.1 te-

nemos que |K| ≤ n. Si |K| = n, entonces |FnK
(X)| = 1, con lo cual

FnK
(X) es conexo. Supongamos que |K| < n y sea A ∈ FnK

(X) tal que
A 6= K. Sea l = |A − K|, definimos una función f : X l → FnK

(X) da-
da por f(x1, . . . , xl) = K ∪ {x1, . . . , xl}, la cual es continua. Notemos que
K,A ∈ f(X l) y f(X l) es conexo. Como A es arbitrario, FnK

(X) es conexo.
Ahora, veamos que 2XK es conexo. Sea A ∈ 2XK , notemos que X ∈ 2XK pues
K ⊂ A ⊂ X. Por el Teorema 1.1.12, existe α : I → H(X) un arco ordenado
de A a X tal que K ⊂ A ⊂ α(t) ⊂ X para cada t ∈ (0, 1). Por lo que,
α(I) ⊂ 2XK . De que A es arbitrario, 2XK es conexo. La prueba de que CnK

(X)
es conexo, es similar a la de 2XK .

A continuación definimos en general otros hiperespacios cociente que
abren un amplio campo de estudio.

Sean X un continuo y K un subconjunto cerrado de X. Dado H(X) ∈
{2X , Cn(X), Fn(X)} con n ∈ N, definimos el espacio cociente

H(X)/HK(X)

con la topología cociente.

Teorema 1.2.4. Sean X un continuo, K un subconjunto cerrado de X y n ∈
N. Si H(X) ∈ {2X , Cn(X), Fn(X)}, entonces H(X)/HK(X) es un continuo
y la función cociente q : H(X)→ H(X)/HK(X) es cerrada.
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Demostración. Por el Teorema 1.1.11, H(X) es un continuo. De la Propo-
sición 1.2.2, HK(X) es un subconjunto cerrado de H(X). Así, por el Coro-
lario 1.1.7, H(X)/HK(X) es un continuo y la función cociente q : H(X) →
H(X)/HK(X) es cerrada.

En el resto de este trabajo, estudiamos algunas propiedades del espacio
cociente Cn(X)/CnK

(X), dicho espacio es el motivo por el cual se desarrolla
este proyecto de tesis. Cabe mencionar que este espacio cociente se agrega a
la lista mencionada al comienzo de esta sección.
Para su estudio convenimos la siguiente notación.

Notación. Sean X un continuo, K ∈ 2X y n ∈ N.

Denotamos por Cn
K(X) al espacio cociente Cn(X)/CnK

(X).

πXK : Cn(X)→ Cn
K(X) denota la función cociente.

CX
nK

= πXK (CnK
(X)).

Observación 1.2.5. Sea n ∈ N. Si K = X, entonces Cn
K(X) es homeomorfo

a Cn(X).

Como una consecuencia de la definición de πXK , se tiene el siguiente resul-
tado.

Proposición 1.2.6. Sean n ∈ N y K ∈ 2X . Entonces

πXK |Cn(X)−CnK
(X) : Cn(X)− CnK

(X)→ Cn
K(X)− {CX

nK
}

es un homeomorfismo.



Capítulo 2

Propiedades Topológicas del
espacio CnK(X)

En este capítulo abordamos algunas propiedades topológicas del hiper-
espacio Cn

K(X) como lo son: conexidad, conexidad local, arco disconexidad,
contractibilidad, unicoherencia, aposindesis y dedicamos una sección al estu-
dio de Cn

K(X) cuando X es una gráfica finita.

2.1. Conexidad
Teorema 2.1.1. Si X es un continuo y n ∈ N, entonces Cn

K(X) es un
continuo arco conexo para cada K ∈ 2X .

Demostración. Sea K ∈ 2X . Por [30, Teorema 3.1, p. 240], Cn(X) es un
continuo arco conexo. Además, πXK es una función continua. Entonces Cn

K(X)
es un continuo arco conexo.

Lema 2.1.2. Sean X un continuo, K ∈ 2X y n ∈ N. Si Cn(X)−CnK
(X) es

localmente conexo, entonces X es localmente conexo.

Demostración. Sea x ∈ X. Supongamos que x /∈ K, sea V un subconjunto
abierto de X tal que x ∈ V . Así, W = V ∩ (X − K) es un subconjunto
abierto de X que contiene a x, con lo cual {x} ∈ 〈W 〉n ⊂ Cn(X)− CnK

(X).
Como Cn(X)−CnK

(X) es localmente conexo, existe un abierto conexo U ⊂
Cn(X) − CnK

(X) tal que {x} ∈ U ⊂ ClCn(X)(U) ⊂ 〈W 〉n. Consideremos
H =

⋃
ClCn(X)(U). Por [35, Lema 1.49, p. 102], H es un subcontinuo de X.

23
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Notemos que x ∈ H ⊂ W ⊂ V . Sea ε > 0 tal que BH
ε ({x}) ∩ Cn(X) ⊂ U . Si

y ∈ Bε(x), {y} ∈ BH
ε ({x}) ∩ Cn(X) ⊂ U . Así, {y} ∈ U y y ∈ H. Entonces,

x ∈ IntX(H) ⊂ W ⊂ V .
Ahora, supongamos que x ∈ K y K /∈ F1(X), entonces existe z ∈ K tal
que z 6= x. Sea V un subconjunto abierto de X tal que x ∈ V . Como
W = V ∩ (X − {z}) es un subconjunto abierto de X que contiene a x, se
tiene que {x} ∈ 〈W 〉n ⊂ Cn(X) − CnK

(X). Entonces, podemos proceder
como antes.
Finalmente, si {x} = K, por [37, Corolario 5.13, p. 78] y el argumento previo,
X no puede ser conexo en pequeño en un solo punto. Entonces,X es conexo en
pequeño en cada uno de sus puntos. Por lo tanto,X es localmente conexo.

Teorema 2.1.3. Sean n ∈ N y K ∈ 2X . Entonces, X es un continuo de
Peano si y sólo si Cn

K(X) es un continuo de Peano.

Demostración. Si X es localmente conexo, por [30, Teorema 3.2, p. 240]
Cn(X) es localmente conexo. Por el Teorema 1.2.4, πXK es una función conti-
nua y cerrada. Entonces, por [37, Proposición 8.16, p. 127], Cn

K(X) es local-
mente conexo.
Ahora, supongamos que Cn

K(X) es localmente conexo, entonces Cn
K(X) −

{CX
nK
} es localmente conexo. Así, por la Proposición 1.2.6, Cn(X)−CnK

(X)
es localmente conexo. Por el Lema 2.1.2, X es localmente conexo.

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 2.1.3.

Corolario 2.1.4. Sea X un continuo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. X es un continuo de Peano;

2. Cn
K(X) es un continuo de Peano para cada n ∈ N y cada K ∈ 2X ;

3. Cn
K(X) es un continuo de Peano para algún n ∈ N y cada K ∈ 2X ;

4. Cn
K(X) es un continuo de Peano para cada n ∈ N y algún K ∈ 2X ;

5. Cn
K(X) es un continuo de Peano para algún n ∈ N y algún K ∈ 2X .

Teorema 2.1.5. Sean X un continuo y n ∈ N. Si K ∈ 2X−F1(X), entonces
Cn(X)− CnK

(X) es conexo.
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Demostración. Sea K ∈ 2X−F1(X). Notemos que CnK
(X)∩F1(X) = ∅. Sea

A ∈ Cn(X)− CnK
(X), supongamos que A = A1 ∪ · · · ∪ Am con 1 ≤ m ≤ n.

Consideremos ai ∈ Ai para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Por el Teorema 1.1.12,
existe un arco ordenado α : [0, 1] → Cn(X) tal que α(0) = {a1, . . . , am}
y α(1) = A. Como K 6⊂ A, existe k0 ∈ K − A y K 6⊂ α(t) para cada
t ∈ [0, 1]. Como K /∈ F1(X), supongamos sin perdida de generalidad que
a1 ∈ K ∩ α(0). Para cada i ∈ {1, . . . ,m − 1}, sea γi : X → Cn(X) definida
por γi(x) = {x}∪ (α(0)−{a1, . . . , ai}). γi esta bien definida y es una función
continua. Además, {k0, a1} 6⊂ γi(x) para cada i ∈ {1, . . . ,m − 1} y cada
x ∈ X. Entonces, Γi = γi(X) es conexo y Γi ⊂ Cn(X) − CnK

(X). Como
α(0) − {a1, . . . , ai−1} ∈ Γi−1 ∩ Γi para cada i ∈ {2, . . . ,m − 1}, entonces
Γ =

⋃m−1
i=1 Γi es un subconjunto conexo que contiene a α(0) y {am}. Así,

α([0, 1]) ∪ Γ ∪ F1(X) es un subconjunto conexo de Cn(X) − CnK
(X) que

contiene a A. En otro caso, si K ∩ α(0) = ∅, entonces el argumento anterior
muestra que existe un subconjunto conexo L de Cn(X)−CnK

(X) que contiene
a A y L ∩ F1(X) 6= ∅. Por lo tanto, Cn(X)− CnK

(X) es conexo.

2.2. Arco disconexidad
En está sección consideramos cuando un punto arco desconecta a Cn

K(X).

Teorema 2.2.1. Sean X un continuo, n ∈ N y K ∈ 2X . Si A ∈ C(X) −
CK(X), entonces Cn

K(X)− πXK (Cn(A)) es arco conexo.

Demostración. Como A ∈ C(X) − CK(X), por [30, Teorema 6.1, p. 246],
tenemos que Cn(X) − Cn(A) es arco conexo. Así, πXK (Cn(X) − Cn(A)) =
Cn
K(X)− πXK (Cn(A)) es arco conexo.

Teorema 2.2.2. Sean X un continuo, n ∈ N y K ∈ 2X . Si A ∈ Cn
K(X) −

{CX
nK
} tal que Cn

K(X) − {A} no es arco conexo, entonces (πXK )−1(A) es co-
nexo.

Demostración. Sea A ∈ Cn
K(X) − {CX

nK
}. Entonces, (πXK )−1(A) ∈ Cn(X).

Como (πXK )−1(Cn
K(X)−{A}) = Cn(X)−{(πXK )−1(A)} y Cn

K(X)−{A} no es
arco conexo, Cn(X)−{(πXK )−1(A)} no es arco conexo. Así, por [30, Teorema
6.2, p. 246], (πXK )−1(A) es conexo.

Teorema 2.2.3. Un continuo no degenerado X es indescomponible si y sólo
si para cada n ∈ N, Cn

K(X)− {CX
nK
} no es arco conexo para cada K ∈ 2X .
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Demostración. Sea K ∈ 2X . Sean x y y puntos en diferentes composantes
de X. Como X es un continuo indescomponible, para cada función continua
α : [0, 1]→ Cn(X) tal que α(0) = {x} y α(1) = {y}, existe t0 ∈ [0, 1] tal que
K ⊂ α(t0). Por lo que, α(t0) ∈ CnK

(X). Así, α([0, 1]) 6⊂ Cn(X) − CnK
(X).

Por la Proposición 1.2.6, concluimos que Cn
K(X)−{CX

nK
} no es arco conexo.

Inversamente, supogamos que existen X1 y X2 subcontinuos propios de X
tales que X = X1 ∪ X2. Consideremos r ∈ X1 − X2 y q ∈ X2 − X1. Por la
Proposición 1.2.6, es suficiente probar que Cn(X) − CnK

(X) es arco conexo
cuando K = {r, q}. Consideremos p ∈ X1 ∩X2, notemos que {p} ∈ Cn(X)−
CnK

(X). Sea A ∈ Cn(X) − CnK
(X). Supongamos que A = A1 ∪ · · · ∪ Am

con 1 ≤ m ≤ n donde Ai ∈ C(X) para cada i = 1, . . . ,m, sin perdida de
generalidad podemos asumir que existen 1 ≤ s ≤ t ≤ m tales que:

(a) Al ⊂ X1 donde 1 ≤ l ≤ s,

(b) Al ⊂ X2 donde s+ 1 ≤ l ≤ t y,

(c) Al ∩ (X1 ∩X2) 6= ∅ y Al 6⊂ Xi para cada i = 1, 2 donde t+ 1 ≤ l ≤ m.

Caso (a). Construiremos un arco de A a {p}∪ (
⋃m
i=s+1Ai). Como Cs(X1) es

arco conexo y A1 ∪ · · · ∪As, {p} ∈ Cs(X1), existe α : [0, 1]→ Cs(X1) un arco
tal que α(0) = A1 ∪ · · · ∪ As y α(1) = {p}. Ahora, sea γ1 : [0, 1] → Cn(X)
una función definida por γ1(t) = α(t) ∪ (

⋃m
i=s+1Ai). Entonces γ1 esta bien

definida y es continua. De que q /∈ X1,K 6⊂ α(t) para cada t ∈ [0, 1]. Además,
A1 = γ1([0, 1]) es un arco que contiene a A y {p} ∪ (

⋃m
i=s+1Ai).

Caso (b). Construimos un arco de {p} ∪ (
⋃m
i=s+1Ai) a {p} ∪ (

⋃m
i=t+1Ai).

Como Ct−s(X2) es arco conexo y As+1 ∪ · · · ∪ At, {p} ∈ Ct−s(X2), existe
β : [0, 1] → Ct−s(X2) un arco tal que β(0) = As+1 ∪ · · · ∪ At y β(1) = {p}.
Definimos γ2 : [0, 1]→ Cn(X) por γ2(t) = β(t)∪{p}∪ (

⋃m
i=t+1Ai). γ2 es una

función continua. De que r ∈ X1, K 6⊂ β(t) para cada t ∈ [0, 1]. Además,
A2 = γ2([0, 1]) es un arco que contiene a {p}∪(

⋃m
i=s+1Ai) y {p}∪(

⋃m
i=t+1Ai).

Notemos que {p} ∪⋃m
i=s+1Ai ∈ A1 ∩ A2, entonces A1 ∪ A2 es arco conexo.

Caso (c). Vamos a construir un arco de {p} a {p} ∪ (
⋃m
i=t+1Ai). Para cada

j ∈ {t + 1, . . . ,m} elegimos aj ∈ Aj ∩ X1. Existe η : [0, 1] → Cn(X) un
arco ordenado tal que η(0) = {at+1, . . . , am} y η(1) = At+1 ∪ · · · ∪ Am.
Notemos que K 6⊂ η(t) para cada t ∈ [0, 1]. De que Cm−t(X1) es arco conexo
y {at+1, . . . , am}, {p} ∈ Cm−t(X1), existe un arco η0 : [0, 1] → Cm−t(X1) tal
que η0(1) = {at+1, . . . , am} y η0(0) = {p}. Sea γ3 : [0, 1] → Cn(X) definida
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por

γ3(t) =

{
η0(2t) ∪ {p}, si t ∈ [0, 1

2
],

η(2t− 1) ∪ {p}, si t ∈ [1
2
, 1].

γ3 es una función continua. Además, K 6⊂ γ3(t) para cada t ∈ [0, 1]. Con lo
cual A3 = γ3([0, 1]) es un arco tal que A3 ⊂ Cn(X) − CnK

(X) que contiene
a {p} y {p} ∪ (

⋃m
i=t+1Ai).

Nótese que {p} ∪ (
⋃m
i=t+1Ai) ∈ A3 ∩ (A1 ∪ A2), entonces A1 ∪ A2 ∪ A3 es

arco conexo.
Ahora, si K ∩A = ∅, entonces A1 ∪ A2 ∪A3 es un subcontinuo arco conexo
de Cn(X) − CnK

(X) conteniendo a {p} y A. Pero, si A ∩ K 6= ∅, existe
j ∈ {1, . . . ,m} tal que Aj ∩ K 6= ∅. De que K 6⊂ A, podemos suponer que
r ∈ Aj. Así, sin perdidad de generalidad podemos asumir que j = 1, o,
j = t+ 1. Si j = 1, se construyen A1, A2 y A3 como antes. Y, para j = t+ 1,
se cosntruye el continuo A1∪A2∪A3 en el siguiente orden A3, A2, y A1 para
evitar contener a K. De cualquier manera llegamos a una contradicción.

El siguiente teorema es consecuencia de [30, Teorema 6.6, p. 248].

Teorema 2.2.4. Sea X un continuo. Entonces, para cualquier K ∈ 2X las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) 2X/2XK − {2K} no es arco conexo,

(2) Para cada n ∈ N, Cn
K(X)− {CX

nK
} no es arco conexo,

(3) C(X)− {CK} no es arco conexo.

Lema 2.2.5. Sean X un continuo y n ∈ N. Consideremos U un conjunto
abierto de X y C una componente de U . Entonces 〈C〉n es una componente
del conjunto abierto 〈U〉n.

Demostración. Dado que C es conexo, 〈C〉n es conexo. Sean C una compo-
nente de 〈U〉n que contiene a 〈C〉n y A ∈ C. De que 〈C〉n ∩ C(X) 6= ∅, por
[20, Lema 1, p. 1578],

⋃ C ⊂ U es un subconjunto conexo que contiene a C.
Como C es una componente de U , A ⊂ ⋃ C ⊂ C. Entonces, A ∈ 〈C〉n. Por
lo tanto, 〈C〉n = C.

Sea Z un espacio topológico, denotamos por C(Z) al conjunto

{A ⊂ Z : A es una componente de Z}.
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Corolario 2.2.6. Sean X un continuo y n ∈ N. Consideremos p ∈ X y
A ⊂ X. Entonces, A ∈ C(X−{p}) si y sólo si 〈A〉n ∈ C(Cn(X)−Cn{p}(X)).

Demostración. Sea A ∈ C(X−{p}). Por Lema 2.2.5, 〈A〉n es una componente
de 〈X − {p}〉n. Como 〈X − {p}〉n = Cn(X) − C{p}(X), 〈A〉n ∈ C(Cn(X) −
Cn{p}(X)).
Ahora, sea A ⊂ X tal que 〈A〉n ∈ C(Cn(X) − Cn{p}(X)). Entonces p /∈ A.
Consideremos D una componente de X − {p} tal que A ⊂ D. Tenemos que
〈A〉n ⊂ 〈D〉n. De que 〈A〉n ∈ C(Cn(X)−Cn{p}(X)). Se sigue que, 〈A〉n = 〈D〉n
y A = D.

Corolario 2.2.7. Sean X un continuo y p ∈ X. Entonces, |C(X − {p})| =
|C(C(X)− C{p}(X))|.

Teorema 2.2.8. Sean X un continuo, µ : C(X) → [0,∞) una función de
Whitney y K ∈ C(X) − F1(X). Si t0 < µ(K) cumple que µ−1(t0) es arco
conexo, entonces C(X)− CK(X) es arco conexo.

Demostración. Sean A ∈ C(X)−CK(X) y B ∈ µ−1(t0). Si µ(A) = t0, como
µ−1(t0) es arco conexo, existe un arco de A a B contenido en µ−1(t0).
Supongamos que µ(A) < t0. Existe un arco ordenado α : [0, 1] → C(X) tal
que α(0) = A y α(1) = X. Así, t0 ∈ µ(α([0, 1])) = [µ(A), µ(X)]. Por el
Teorema del Valor Intermedio, existe t ∈ (0, 1) tal que α(t) ∈ µ−1(t0). Como
µ−1(t0) es arco conexo, existe un arco de α(t) a B. Entonces, existe un arco
γ : [0, 1]→ C(X) de A a B. Notemos que µ(γ(s)) ≤ t0 para cada s ∈ [0, 1] y
µ(D) > t0 para cada D ∈ CK(X). Con lo que γ([0, 1]) ⊂ C(X)− CK(X).
Por otro lado, supongamos que µ(A) > t0. Sea a ∈ A, existe un arco ordenado
β : [0, 1] → C(X) tal que β(0) = {a} y β(1) = A. Así, t0 ∈ µ(β([0, 1])) =
[µ({a}), µ(A)]. Por el Teorema del Valor Intermedio, existe s ∈ (0, 1) tal que
β(s) ∈ µ−1(t0). Nótese que β([s, 1])∩CK(X) = ∅, de otra manera, K ⊂ β(s0)
para algún s0 ∈ [s, 1] y K ⊂ A, lo cual es una contradicción. Como µ−1(t0)
es arco conexo, existe un arco entre β(s) y B. Entonces, existe un arco en
C(X)− CK(X) de A a B. Por tanto, C(X)− CK(X) es arco conexo.

Como consecuencia del Teorema 2.2.8 y de [24, Teorema 33.4, p. 248] se
tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.9. Si X es un continuo encadenable por continuos y K ∈
C(X)− F1(X), entonces C(X)− CK(X) es arco conexo.
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2.3. Celdas en el hiperespacio Cn
K(X)

Teorema 2.3.1. Sea X un continuo no degenerado y sea n ∈ N. Entonces
Cn
K(X) contiene una n-celda para cada K ∈ 2X .

Demostración. Sean K ∈ 2X y x ∈ K. Consideremos A1, . . . , An, n subconti-
nuos no degenerados deX−{x} y disjuntos a pares. Para cada j ∈ {1, . . . , n},
sean aj ∈ Aj y un arco ordenado αj : [0, 1] → C(Aj) tal que αj(0) = {aj}
y αj(1) = Aj. Notemos que K 6⊂ αj(t) para cada j ∈ {1, . . . , n} y cada t ∈
[0, 1]. Entonces la función β : [0, 1]n → Cn

K(X) definida por β((t1, . . . , tn)) =
πXK (α1(t1) ∪ · · · ∪ αn(tn)) es un encaje de [0, 1]n en Cn

K(X).

Teorema 2.3.2. Sean X un continuo, n ∈ N y K ∈ 2X . Si X−{x} contiene
n subcontinuos descomponibles disjuntos a pares, para algún x ∈ K, entonces
Cn
K(X) contiene una 2n-celda.

Demostración. SeanM1, . . . ,Mn, n subcontinuos descomponibles de X−{x}
y disjuntos a pares. Supongamos que Mj = Aj ∪ Bj, donde Aj y Bj son
subcontinuos, para cada j ∈ {1, . . . , n}. Por la prueba de (1.145) de [35],
podemos asumir que para cada j ∈ {1, . . . , n}, Aj ∩Bj es conexo, Aj− (Aj ∩
Bj) 6= ∅, Bj − (Aj ∩Bj) 6= ∅, y [Aj − (Aj ∩Bj)]∩ [Bj − (Aj ∩Bj)] = ∅. Para
cada j ∈ {1, . . . , n}, sean αj : [0, 1] → C(Aj) y βj : [0, 1] → C(Bj) arcos
ordenados tales que αj(0) = Aj ∩Bj, αj(1) = Aj, βj(0) = Aj ∩Bj y βj(1) =
Bj. Entonces la función γ : [0, 1]2n → Cn

K(X) dada por γ(t1, . . . , t2n) =
πXK (

⋃n
j=1(αj(t2j−1) ∪ βj(t2n))) es un encaje de [0, 1]2n en Cn

K(X).

2.4. Contractibilidad
Sean Y y Z espacios topológicos. Una función continua H : Y × I → Z

es llamada homotopía. Si f, g : Y → Z son dos funciones continuas, diremos
que f es homotópica a g si existe una homotopía H : X × I → Z tal que
H(y, 0) = f(y) y h(y, 1) = g(y) para toda y ∈ Y .
Un espacio topológico Z, decimos que es contráctil si la función identidad de
Z es homotópica a una función constante de Z en Z.

Teorema 2.4.1. Sean X un continuo y n ∈ N. Entonces CnK
(X) es con-

tráctil para cada K ∈ 2X .

Demostración. Sea K ∈ 2X . Consideremos un arco ordenado α : [0, 1]→ 2X

tal que α(0) = K y α(1) = X. SeaH : CnK
(X)×[0, 1]→ CnK

(X) una función
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definida por H(A, t) = α(t) ∪ A. Probaremos que H(CnK
(X) × [0, 1]) ⊂

CnK
(X). Sean A ∈ CnK

(X) y t ∈ [0, 1]. De que K ⊂ A, por el Teorema
1.1.12, cada componente de α(t) intersecta a K para cada t ∈ [0, 1]. Entonces
cada componente de α(t) intersecta a A. Así, α(t) ∪ A tiene a lo más n
componentes, es decir, H esta bien definida. Por [24, Ejercicio 11.5, p. 91],
H es continua. Como H(A, 0) = α(0) ∪ A = A y H(A, 1) = α(1) ∪ A = X
para cada A ∈ CnK

(X), tenemos que CnK
(X) es contráctil.

Teorema 2.4.2. Sea X un continuo y sea n ∈ N. Consideremos las siguien-
tes afirmaciones:

(1) Cn(X) es contráctil;

(2) Cn
K(X) es contráctil para cada K ∈ 2X ;

(3) Cn
K(X) es contráctil para algún K ∈ 2X .

Entonces, (1) y (2) son equivalentes, y (2) implica (3).

Demostración. (2) implica (3) es inmediato. Mostraremos que (1) implica
(2). Sea K ∈ 2X . Supongamos que Cn(X) es contráctil, entonces existe una
función continua H ′ : Cn(X) × [0, 1] → Cn(X) tal que H ′(A, 0) = A y
H ′(A, 1) = X para cada A ∈ Cn(X). Sea H : Cn(X) × [0, 1] → Cn(X)
definida por

H(A, t) =
⋃
{H ′(A, s) : 0 ≤ s ≤ t}.

Por [35, Lema 16.3, p. 533], tenemos que H es una funcíon continua. Obsér-
vese que H|{A}×[0,1] es un arco ordenado de A a X para cada A ∈ Cn(X).
Afirmación. H(CnK

(X)× [0, 1]) = CnK
(X).

Como CnK
(X) = H(CnK

(X)×{0}), entonces CnK
(X) ⊂ H(CnK

(X)× [0, 1]).
Ahora, sea A ∈ CnK

(X). De que H(A, 0) = A y H(A, 0) ⊂ H(A, t) para cada
t ∈ [0, 1], entonces K ⊂ A ⊂ H(A, t). Así, H(A, t) ∈ CnK

(X).
Por otro lado, definimos una función G : Cn

K(X) × [0, 1] → Cn
K(X) por

G(A, t) = πXK (H((πXK )−1(A), t)) la cual es continua y además para cada
A ∈ Cn

K(X), G(A, 0) = A y G(A, 1) = CX
nK

. Entonces, Cn
K(X) es contráctil.

Así, (1) implica (2).
Para mostrar que (2) implica (1). Notemos que para K = X, por la Obser-
vación 1.2.5, Cn

K(X) es homeomorfo a Cn(X). Como Cn
K(X) es contráctil,

Cn(X) es contráctil. Con lo que (2) implica (1).
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Dado un continuo X, denotamos por C∞(X) al conjunto
⋃∞
n=1Cn(X).

Por el Teorema 2.4.2, [30, Teorema 3.7, p. 241] y [30, Teorema 8.7, p. 254]
concluimos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3. Sea X un continuo. Dado n ∈ N, entonces las siguientes
son equivalentes.

(1) 2X es contráctil;

(2) Cn(X) es contráctil;

(3) C∞(X) es contráctil;

(4) C(X) es contráctil;

(5) Cn
K(X) es contráctil para cada K ∈ 2X .

Un continuo X tiene la propiedad de Kelley siempre que para cualquier
ε > 0, existe δ > 0 tal que si a, b ∈ X, d(a, b) < δ, y A ∈ C(X) tal que a ∈ A,
entonces existe B ∈ C(X) tal que b ∈ B y Hd(A,B) < ε. Decimos que un
continuo X es suave en un punto p ∈ X si para cada ε > 0, existe δ > 0 tal
que para cada x ∈ X, cada subcontinuo M que contiene a p tal que x ∈ M
y cada y ∈ X que satisface d(x, y) < δ existe un subcontinuo L que contiene
a p tal que y ∈ L y Hd(M,L) < ε. Un continuo X es suave si este es suave
en algún punto.

Corolario 2.4.4. Si Cn(X) es un continuo suave y K ∈ 2X , entonces para
cada n ∈ N, Cn

K(X) es contráctil.

Demostración. De que Cn(X) es un continuo suave, por [13, Corolario 4.3.1,
p. 253], X tiene la propiedad de Kelley. De [30, Corolario 3.8, p. 241], Cn(X)
es contráctil. Así, Cn

K(X) es contráctil por el Teorema 2.4.2.

Un subconjunto (continuo) cerrado, no vacío y propio L de un continuo
X es llamado:

un R1-conjunto (continuo) si existen, un conjunto abierto U que con-
tiene a L y dos sucesiones {Ci

m}∞m=1, i = 1, 2, de componentes de U
tales que L = ĺım supC1

m ∩ ĺım supC2
m;

un R2-conjunto (continuo) si existen, un conjunto abierto U que con-
tiene a L y dos sucesiones {Ci

m}∞m=1, i = 1, 2, de componentes de U
tales que L = ĺımC1

m ∩ ĺımC2
m;
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un R3-conjunto (continuo) si existen, un conjunto abierto U que con-
tiene a L y una sucesión {Cm}∞m=1 de componentes de U tal que L =
ĺım inf Cm.

Teorema 2.4.5. Sea n ∈ N. Si un continuo X contiene un Ri-continuo,
i ∈ {1, 2, 3}, entonces Cn(X) contiene un Ri-conjunto para i ∈ {1, 2, 3},
respectivamente.

Demostración. Supongamos que L es un R1-continuo en X. Por definición,
existe U un conjunto abierto de X que contiene a L y hay dos sucesio-
nes {Ci

m}∞m=1, i = 1, 2, de componentes de U tales que L = ĺım supC1
m ∩

ĺım supC2
m. Por el Lema 2.2.5, 〈Ci

m〉n son componentes de 〈U〉n. Sea L =
ĺım sup〈C1

m〉n∩ĺım sup〈C2
m〉n. Entonces {{x} : x ∈ L} ⊂ L y L es cerrado. Sea

A ∈ L, para cada i = 1, 2, sea {Aimj
}∞j=1 una sucesión tal que ĺım

j→∞
Aimj

= A,

donde Aimj
∈ 〈Ci

mj
〉n. Entonces A ⊂ L y A ∈ 〈U〉n. Así, L ⊂ 〈U〉n y es un

R1-conjunto de Cn(X). La prueba para i = 2, 3 es similar.

Por [3, Corolario 3.3, p. 317] y el Teorema 2.4.5 concluimos el siguiente
resultado.

Corolario 2.4.6. Sea n ∈ N. Si un continuo X contiene un Ri-continuo con
i ∈ {1, 2, 3}, entonces Cn(X) no es contráctil.

El siguiente resultado se obtiene como consecuencia del Teorema 2.4.2 y
el Corolario 2.4.6.

Corolario 2.4.7. Sea n ∈ N. Si un continuo X contiene un Ri-continuo con
i ∈ {1, 2, 3} y K ∈ 2X , entonces Cn

K(X) no es contráctil.

Los siguientes resultados dan otra prueba del Corolario 2.4.7.

Lema 2.4.8. Sean X un continuo, n ∈ N y K ∈ 2X . Para cada ε > 0,
πXK (NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X)) es un subconjunto abierto en Cn
K(X) que con-

tiene a CX
nK

.

Demostración. Como NH(CnK
(X), ε) ∩Cn(X) es un subconjunto abierto de

Cn(X) y πXK es una función cerrada. Entonces

πXK (Cn(X)− (NH(CnK
(X), ε) ∩ Cn(X))) =

πXK (Cn(X))− πK(NH(CnK
(X), ε) ∩ Cn(X)) =

Cn
K(X)− πK(NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X))
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es cerrado de Cn
K(X). Así, πXK (NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X)) es un subconjunto
abierto que contiene a CX

nK
.

Lema 2.4.9. Sean n ∈ N y K ∈ 2X . Si U es un subconjunto abierto en
Cn(X) tal que CnK

(X) ⊂ U , entonces πXK (U) es un subconjunto abierto en
Cn
K(X) tal que CX

nK
∈ πXK (U).

Demostración. Dado A ∈ πXK (U), existe A ∈ U tal que πXK (A) = A. Si
A /∈ CnK

(X), existe un subconjunto abierto W de Cn(X) tal que A ∈ W ⊂
U −CnK

(X). Por la Proposición 1.2.6, πXK (W) es un subconjunto abierto en
Cn
K(X) tal que A ∈ πXK (W) ⊂ πXK (U).

Si A ∈ CnK
(X). De que CnK

(X) ⊂ U , existe ε > 0 tal que NH(CnK
(X), ε) ∩

Cn(X) ⊂ U , entonces A ∈ NH(CnK
(X), ε) ∩ Cn(X). Por el Lema 2.4.8,

πXK (NH(CnK
(X), ε) ∩ Cn(X)) ⊂ πXK (U)

es un conjunto abierto en Cn
K(X). Por lo tanto, πXK (U) es un subconjunto

abierto en Cn
K(X) tal que CX

nK
∈ πXK (U).

Teorema 2.4.10. Sean n ∈ N y K ∈ 2X . Si un continuo X contiene un
Ri-continuo, i ∈ {1, 2, 3}, entonces Cn

K(X) contiene un Ri-conjunto para
i ∈ {1, 2, 3}, respectivamente.

Demostración. Sea L un R1-continuo de X. Entonces, existen un subconjun-
to abierto U de X con L ⊂ U y dos sucesiones {Ci

m}∞m=1 de componentes
de U con i = 1, 2 tales que L = ĺım supC1

m ∩ ĺım supC2
m. Consideremos dos

casos.
Caso I. K 6⊂ L.
Sean k1 ∈ K−L yW = U∩(X−{k1}). Notemos que L ⊂ W . Así, existen sub-
sucesiones {C1

mj
}∞j=1 y {C2

mj
}∞j=1 de {C1

m}∞m=1 y {C2
m}∞m=1 en W , respectiva-

mente, tales que L = ĺım supC1
mj
∩ ĺım supC2

mj
. De que 〈W 〉n∩ CnK

(X) = ∅,
por la prueba del Teorema 2.4.5, L = ĺım sup〈C1

mj
〉n ∩ ĺım sup〈C2

mj
〉n es un

R1-conjunto de 〈W 〉n. Por la Proposición 1.2.6,

πXK (L) = ĺım supπXK (〈C1
mj
〉n) ∩ ĺım supπXK (〈C2

mj
〉n)

es un R1-conjunto en πXK (〈W 〉n).
Caso II. K ⊂ L.
Sea ε > 0 tal que Nd(L, ε) ⊂ U . Notemos que BH

ε (L) ⊂ NH(CnK
(X), ε)

y BH
ε (L) ∩ Cn(X) ⊂ 〈U〉n. Sea W = 〈U〉n ∪ (NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X)) el
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cual es un subconjunto abierto en Cn(X) tal que CnK
(X) ⊂ W . Por el

Lema 2.4.9, πXK (W) es un subconjunto abierto en Cn
K(X) que contiene a

CX
nK

. Sea Cim la componente de πXK (W ) que contiene a πXK (〈Ci
m〉n) para cada

i = 1, 2. Entonces, para cada i = 1, 2, {Cim}∞m=1 es una sucesión de πXK (W).
Así,M = ĺım sup C1m ∩ ĺım sup C2m es un R1-conjunto en πXK (W). La prueba
para i = 2, 3 es similar.

2.5. Unicoherencia y Homogeneidad
Sea f : X → Y un función continua entre continuos, decimos que f

es mónotona, si f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y , o equivalentemente, si
f−1(B) es conexo para cada subcontinuo B de f(X), véase [40, (2.2) Capítulo
VIII, p. 138].

Teorema 2.5.1. Sea n ∈ N. Si X es un continuo y K ∈ 2X , entonces Cn
K(X)

es unicoherente.

Demostración. Por el Teorema 1.2.4, πXK es una función cerrada. Notemos
que, también πXK es mónotona. Así, por [30, Teorema 4.8, p. 244] y [12,
Corolario 7, p. 211], tenemos que Cn

K(X) es unicoherente.

Teorema 2.5.2. Si X es un continuo homogéneo, entonces Cn
{p}(X) es ho-

meomorfo a Cn
{q}(X) para cada p, q ∈ X.

Demostración. Consideremos p, q ∈ X y h : X → X un homeomorfismo
tal que h(p) = q. Por [15, Teorema 46, p. 801], la función inducida Cn(h) :
Cn(X) → Cn(X) es un homeomorfismo tal que Cn(h)({p}) = {q}. Además,
si A ∈ Cn{p}(X), entonces Cn(h)(A) ∈ Cn{q}(X). Así, Cn(h)(Cn{p}(X)) =

Cn{q}(X). Sean πXp y πXq las funciones cociente a Cn
{p}(X) y Cn

{q}(X), res-
pectivamente. De que g = πXq ◦ Cn(h) es una función cociente, entonces
f : Cn

{p}(X) → Cn
{q}(X) es el homeomorfismo que induce la función cociente

g. Y el siguiente diagrama es conmutativo

Cn(X)
Cn(h) //

πX
p

��

Cn(X)

πX
q

��
Cn
{p}(X)

f
// Cn
{q}(X)
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Pregunta 2.5.3. ¿Si X es un continuo homogéneo y n ∈ N, entonces Cn
A(X)

es homeomorfo a Cn
B(X) para cada A,B ∈ C(X) (o 2X)?

2.6. Aposindesis
En esta sección probaremos que para cada n ∈ N, Cn

K(X) es finitamente
aposindético para algún K ∈ 2X .
Si el espacio topológico Z es conexo. Diremos que un subconjunto S de Z es
un conjunto de corte si Z − S no es conexo. Un punto de corte de Z es un
punto p ∈ Z tal que {p} es un conjunto de corte de Z.

Proposición 2.6.1. Sean n ∈ N y p ∈ X. Entonces, p es un punto de corte
de X si y sólo si Cn{p}(X) es un conjunto de corte de Cn(X).

Demostración. Si p ∈ X es un punto de corte, entonces existen conjuntos
abiertos y disjuntos U , V tal que X − {p} = U ∪ V . Dado que 〈U〉n y
〈X − {p}, V 〉n son conjuntos abiertos disjuntos y no vacíos en Cn(X), es su-
ficiente probar que Cn(X)− Cn{p}(X) = 〈U〉n ∪ 〈X − {p}, V 〉n.
Sea A ∈ Cn(X) − Cn{p}(X). Entonces p /∈ A y A ⊂ X − {p} = U ∪ V .
Si A ∩ V 6= ∅, entonces A ∈ 〈X − {p}, V 〉n, en otro caso, A ∈ 〈U〉n. Así,
Cn(X)− Cn{p}(X) ⊂ 〈U〉n ∪ 〈X − {p}, V 〉n.
Por otro lado, si A ∈ 〈U〉n ∪ 〈X − {p}, V 〉n, entonces A ⊂ U , o, A ⊂
X − {p} = U ∪ V y A ∩ V 6= ∅. Así, A ⊂ X − {p}, es decir, p /∈ A.
Entonces 〈U〉n ∪ 〈X −{p}, V 〉n ⊂ Cn(X)−Cn{p}(X). Por tanto, Cn{p}(X) es
un conjunto de corte de Cn(X).
Para el inverso, supongamos que X − {p} es conexo, entonces Cn(X) −
Cn{p}(X) = Cn(X −{p}) es conexo. Esto es una contradicción. Por lo tanto,
X − {p} no es conexo, y así, p es un punto de corte de X.

Corolario 2.6.2. Sean X un continuo, n ∈ N y p ∈ X. Entonces p es un
punto de corte de X si y sólo si CX

n{p} es un punto de corte de Cn
{p}(X).

Un continuo X se dice ser colocalmente conexo en p ∈ X, si p tiene una
base local de conjuntos abiertos cuyos complementos son conexos. X será
colocalmente conexo, si X es colocalmente conexo en cada uno de sus puntos.

Proposición 2.6.3. Si X es colocalmente conexo en p ∈ X, entonces p no
es un punto de corte de X.
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Demostración. Supongamos que p es un punto de corte de X, entonces exis-
ten subconjuntos abiertos no vacíos U yW de X tales que X−{p} = U∪W y
U ∩W = ∅. Sean u ∈ U y w ∈ W . Sea δ = 1

2
mı́n{d(p, u), d(p, w)} > 0. Como

X es colocalmente conexo en p, existe una base local de subconjuntos abier-
tos {Vα}α∈J en p donde J es un conjunto de indices. Entonces existe α ∈ J
tal que p ∈ Vα ⊂ Bδ(p). Así, X −Bδ(p) ⊂ X − Vα ⊂ X −{p}. Como X − Vα
es conexo, podemos asumir que X−Vα ⊂ U . Notemos que u,w ∈ X−Bδ(p).
Entonces, u,w ∈ U y w ∈ U ∩W . Esto es una contradicción. Por lo tanto, p
no es punto de corte de X.

Teorema 2.6.4. Sean X un continuo y n ∈ N. Si K ∈ 2X , entonces Cn
K(X)

es colocalmente conexo en A para cada A ∈ Cn
K(X)− {CX

nK
}.

Demostración. Sea A ∈ Cn
K(X)− {CX

nK
} y sea A ∈ Cn(X) tal que πXK (A) =

A. Notemos que A /∈ CnK
(X). Por [30, Teorema 5.1 p. 246], existe una

base local de subconjuntos abiertos {Vα}α∈J de A cuyos complementos son
conexos. Podemos suponer que Vα ⊂ Cn(X)−CnK

(X) para toda α ∈ J . Por
la Proposición 1.2.6, {πXK (Vα)} es una base local de subconjuntos abiertos
de A. Como πXK (Cn(X) − Vα) = Cn

K(X) − πXK (Vα) es conexo, Cn
K(X) es

colocalmente conexo en A.

Sean p, q ∈ X, p 6= q. Decimos que X es aposindético en p con respecto
a q si existe un continuo M tal que p ∈ IntX(M) y q ∈ X − M . Si para
cada q ∈ X − {p}, X es aposindético en p con respecto a q, entonces X es
aposindético en p. Si X es aposindético en cada uno de sus puntos, entonces
X es aposindético. X es finitamente aposindético siempre que para cada sub-
conjunto finito F de X y cada punto x ∈ X − F , existe un subcontinuo W
de X tal que x ∈ IntX(W ) ⊂ W ⊂ X − F .

Lema 2.6.5. Sea n ∈ N. Si X es un continuo y K ∈ 2X . Entonces

(1) Cn
K(X) es aposindético en CX

nK
.

(2) Cn
K(X) es aposindético en A 6= CX

nK
con respecto a cualquier B 6= CX

nK
.

Demostración. (1) Sea A ∈ Cn
K(X) con A 6= CX

nK
. Como Cn

K(X) es un
espacio de Hausdorff, existen subconjuntos abiertos disjuntos U y V tales que
A ∈ U y CX

nK
∈ V. Sean A,B ∈ Cn(X) tales que πXK (A) = A y πXK (B) = CX

nK
.

Entonces (πXK )−1(U) es un subconjunto abierto en Cn(X) que contiene a A
y (πXK )−1(U) ∩ CnK

(X) = ∅. De que Cn(X) es colocalmente conexo por [30,
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Corolario 5.1, p. 246]. Existe un subconjunto abierto UA tal que A ∈ UA ⊂
(πXK )−1(U) y Cn(X)−UA es un continuo. Notemos que CnK

(X) ⊂ Cn(X)−UA,
así, CX

nK
∈ V ⊂ πXK (Cn(X)−UA). Entonces, Cn

K(X) es aposindético en CX
nK

.
(2) Sean A,B ∈ Cn

K(X) con A 6= B. Supongamos que A y B son diferentes a
CX
nK

. Sean A,B ∈ Cn(X) tales que πXK (A) = A y πXK (B) = B. Como Cn
K(X)

es un espacio de Hausdorff, existen abiertos disjuntos U yV que contienen aA
y B, respectivamente. Así, (πXK )−1(V) es un subconjunto abierto que contiene
a B. Dado que Cn(X) es colocalmente conexo, existe un subconjunto abierto
VB tal que B ∈ VB ⊂ (πXK )−1(V) yW = Cn(X)−VB es un continuo. Además,
A ∈ (πXK )−1(U) ⊂ W . Entonces πXK (W) es un continuo en Cn

K(X) − {B} tal
que A ∈ IntCn

K(X)(π
X
K (W)) ⊂ πXK (W).

Teorema 2.6.6. Si X es un continuo y n ∈ N, entonces Cn
K(X) es aposin-

dético para cada K ∈ 2X − F1(X).

Demostración. Sea A ∈ Cn
K(X). Por el Lema 2.6.5, probaremos que Cn

K(X)
es aposindético en A con respecto a CX

nK
. Sea A ∈ Cn(X) tal que πXK (A) = A.

Como A 6= CX
nK

, K 6⊂ A y existe k0 ∈ K − A. Consideramos A0 = {k0} y
A = A1∪ · · · ∪Am donde Ai es una componente de A para cada i = 1, . . . ,m
con 1 ≤ m ≤ n. De que X es un espacio métrico, 1) se satisface:
1) Para cada i = 0, . . . ,m existe un subconjunto abierto Wi de X tal que
Ai ⊂ Wi y ClX(Wi)∩ClX(Wj) = ∅ para cada i, j ∈ {0, . . . ,m} con i 6= j. En
consecuencia, se tiene 2):
2) A ∈ U = 〈W1, . . . ,Wm〉n y ClCn(X)(U) ∩ CnK

(X) = ∅.
3) Si D es una componente de U , entonces D∩Fn(X) 6= ∅. Además, Fn(X)∩
ClCn(X)(U) 6= ∅.
Prueba de 3), como D es un subconjunto conexo de Cn(X), por [20, Lema
1, p. 1578], D0 =

⋃{A : A ∈ D} tiene a lo más n componentes, podemos
suponer que D0 = D1∪ · · ·∪Dl con 1 ≤ l ≤ n. Así, {d1, . . . , dl} ∈ D∩Fn(X)
donde di ∈ Di para cada i = 1, . . . , l. Notemos que Di es una componente de
Wji para algún ji ∈ {1, . . . ,m}.
Por [37, Teorema 5.6, p. 74], para cada i ∈ {1, . . . , l} existe ei ∈ ClX(Di) ∩
BdX(Wji). Concluimos 4),
4) Existe {e1, . . . , el} ∈ ClCn(X)(D) tal que para cada i = 1, . . . , l existe
j ∈ {1, . . . ,m} con ei ∈ BdX(Wj).
La prueba de 5) y 6), es consecuencia de 4) y de la prueba del Teorema 5.2
de [11].
5) Supongamos que K ∈ Fn(X). Para cada D existe un subcontinuo MD de
Fn(X)− FnK

(X) tal que MD ∩ F1(X) 6= ∅ y {e1, . . . , el} ∈MD.
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6)M = ClCn(X)(
⋃{MD : D es componente de U})∪F1(X) es un subcontinuo

de Fn(X)− FnK
(X).

Ahora, si K /∈ Fn(X), Fn(X) ∩ CnK
(X) = ∅. Por 2) y 3), C = ClCn(X)(U) ∪

Fn(X) es un subcontinuo de Cn(X)− CnK
(X) tal que A ∈ IntCn(X)(C).

Por otro lado, por 6) C = ClCn(X)(U) ∪M es un subcontinuo de Cn(X) −
CnK

(X) tal que A ∈ IntCn(X)(C). Por lo tanto, Cn
K(X) es aposindético en A

con respecto a CX
nK

.

Por el Teorema 2.5.1, Teorema 2.6.6 y [6, Corolario 1, p. 586] tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 2.6.7. Sea n ∈ N. Si X es un continuo y K ∈ 2X − F1(X),
entonces Cn

K(X) es finitamente aposindético.

Teorema 2.6.8. Sean X un continuo y n ∈ N. Entonces X es aposindético
si y sólo si Cn

K(X) es aposindético para cada K ∈ F1(X).

Demostración. Sea K ∈ F1(X). Por el Lema 2.6.5, probaremos que Cn
K(X)

es aposindético en A ∈ Cn
K(X)−{CnK

} con respecto a CnK
. Sea A ∈ Cn(X)

tal que πK(A) = A, supongamos que A = A1 ∪ · · · ∪ Am con 1 ≤ m ≤ n
donde Ai ∈ C(X) para cada i = 1, . . . ,m. Asumamos que K = {x0} para
algún x0 ∈ X. Como A /∈ CnK

(X), Ai ⊂ X − {x0} para cada i = 1, . . . ,m.
Sea i ∈ {1, . . . ,m} y sea a ∈ Ai, como X es aposindético, existe M i

a un
subcontinuo de X tal que a ∈ IntX(M i

a) ⊂ M i
a ⊂ X − {x0}. Entonces,

Ci = {Int(M i
a) : a ∈ Ai} es una cubierta abierta de Ai. Como Ai es compacto,

existe li ∈ N tal que Ai ⊂
⋃li
j=1 IntX(M i

aj
). Para cada i = 1, . . . ,m, sea

Ui =
⋃li
j=1 IntX(M i

aj
). Notemos que Ui ⊂ X−{x0} y A ∈ 〈U1, . . . , Um〉n. Así,

W = Cl(〈U1, . . . , Um〉n) es un subcontinuo de Cn(X) − CnK
(X). Entonces

πK(W) es un subcontinuo de Cn
K(X)−{CnK

} tal que A ∈ IntCn
K(X)(πK(W)).

Por lo tanto, Cn
K(X) es aposindético en A.

Para el inverso, sean p, q ∈ X con p 6= q. Podemos suponer que K = {q}.
Como Cn

K(X) es aposindético, existe un continuo W en Cn
K(X) tal que P =

πK({p}) ∈ IntCn
K(X)(W) y CnK

∈ Cn
K(X) − W. Entonces, π−1K (W) es un

continuo en Cn(X)−CnK
(X). Notemos que {p} ∈ π−1K (W). Por [20, Lema 1,

p. 1578], M =
⋃
π−1K (W) es un continuo en X tal que p ∈ IntX(M). De que

π−1K (W) ⊂ Cn(X)− CnK
(X), q /∈ M . Así, X es aposindético en p para cada

p ∈ X.

Como una consecuencia del Teorema 2.6.6 y del Teorema 2.6.8 tenemos
el siguiente resultado.
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Corolario 2.6.9. Sean X un continuo y n ∈ N. Entonces, X es aposindético
si y sólo si Cn

K(X) es aposindético para cada K ∈ 2X .

Ejemplo. Sea Σ(Z) la suspensión sobre Z (véase la definición en la siguiente
sección) donde Z = { 1

n
: n ∈ N}∪{0}. Denotamos por v1, v−1 los vértices de

Σ(Z), L0 = {0}× (−1, 1) y p = (0, 0). Ahora, Y es obtenido al identificar en
Σ(Z), v1, v−1 a un punto denotado por v. Notemos que Y es un continuo no
aposindético en x ∈ L0. Dado n ∈ N, tenemos las siguientes afirmaciones.
Afirmación 1. Cn

K(Y ) es aposindético para cada K = {p}.
Sea K = {p}. Por el Lema 2.6.5, probaremos que Cn

K(Y ) es aposindético
en A con respecto a CY

nK
. Sea A ∈ Cn(X) tal que πK(A) = A. Notemos

que Y es colocalmente conexo en p. Como A 6= CnK
, p /∈ A. Existe un

subconjunto abierto U de X tal que p ∈ U ⊂ ClY (U) ⊂ Y − A y Y − U
es un continuo. Así, 〈Y − U〉n es un continuo en Cn(Y ) − CnK

(Y ) tal que
A ∈ 〈Y − ClY (U)〉n ⊂ 〈Y − U〉n. Por tanto, Cn

K(Y ) es aposindético.
Afirmación 2. Cn

L(Y ) no es aposindético para L = {v}.
Sea L = {v}. Consideremos W un continuo tal que P ∈ IntCn

L(Y )(W). Supon-
gamos que CnL

/∈ W, entonces π−1L (W) es un continuo en Cn(Y ) − CnL
(Y ).

Notemos que {p} ∈ π−1L (W). Por [20, Lema 1, p. 1578], M =
⋃
π−1L (W) es

un continuo en Y tal que p ∈ IntY (M). Entonces, v ∈ M , esto es una con-
tradicción. Por lo tanto, Cn

L(Y ) no es aposindético.
Por las Afirmaciones 1 y 2, tenemos que Y no es aposindéticos y Cn

K(Y ) es
aposindético para cada K = {p} y Cn

L(Y ) no es aposindético para L = {v}.

2.7. Gráficas Finitas
Un arco libre en un continuo X es un arco A en X tal que A sin sus

puntos extremos es un conjunto abierto en X.
Una gráfica finita X es un continuo el cual puede escribirse como la unión

finita de arcos donde cualquier par de arcos son disjuntos o se intersectan
en uno o ambos puntos extremos. Si X es una gráfica finita, los arcos y los
puntos finales de los arcos son llamados aristas y vértices, respectivamente.
Dado m ∈ N, m ≥ 3, un m-odo simple Y es una gráfica finita la cual es
la unión de m arcos J1, . . . , Jm para los que existe un punto v ∈ Y con la
propiedad de que Ji ∩ Jj = {v}, si i 6= j, y v es un punto extremo de Ji para
cada i = 1, . . . ,m. Al punto v lo llamamos corazón de Y . Un 3-odo simple
lo llamaremos triodo simple.
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El orden de un punto p en una gráfica finita X, lo definimos en el sentido
clásico de Menger. Dados p ∈ X ym,n ∈ N, el orden de p enX, denotado por
ordX(p), es definido como ordX(p) ≤ n, si para cada ε > 0 existe un conjunto
abierto G que contiene a p con diámetro menor o igual que ε tal que BdX(G)
consiste de a lo más n puntos, se define ordX(p) = n si, ordX(p) ≤ n y
ordX(p) no es menor o igual a m para cada m < n.

A un punto q ∈ X lo llamamos punto final de X si, ordX(q) = 1. Un
punto q ∈ X es llamado un punto de ramificación de X si, ordX(q) ≥ 3.
El conjunto de puntos de ramificación de X lo denotamos por R(X) y el
conjunto de puntos finales de X es denotado por E(X). Notemos que en
un arco o una curva cerrada simple, el conjutno de puntos de ramificación
es vacío. En cualquier otro caso asumimos que cada vértice de X, es un
punto final o un punto de ramificación de X. Con esta restricción, los puntos
finales de una arista de X pueden coincidir, en este caso la arista es una
curva cerrada simple. Este tipo de aristas las llamamos lazos. Así, las aristas
de X son arcos o curvas cerradas simples, con esto en X sólo hay tres tipos
de aristas: lazos, aristas que contienen un punto final de X, y aristas que
unen puntos de ramificación. Dos vértices diferentes p y q de X se dicen ser
adyacentes si existe un arsita J de X tal que p y q son puntos finales de J .

Denotamos la dimensión del espacio X por dim(X); y para cada p ∈ X,
la dimensión del espacio X en el punto p como dimp(X) las cuales se definen
como sigue. Primero, definimos dim(X) = −1 cuando X = ∅. Después,
de manera inductiva definimos dimp(X) ≤ n − 1 y dim(X) ≤ n − 1 para
algún entero n ≥ 0. Definimos dimp(X) ≤ n si p tiene vecindades abiertas
pequeñas en X cuyas fronteras tienen dimensión menor o igual a n − 1, y
definimos dim(X) ≤ n, si dimp(X) ≤ n para todo p ∈ X. Si dimp(X) ≤ n y
dimp(X) 6≤ n− 1, entonces dimp(X) = n. Si dim(X) ≤ n y dim(X) 6≤ n− 1,
dim(X) = n. Finalmente, si dim(X) 6≤ n para cualquier entero n, entonces
dim(X) =∞.

El siguiente resultado es consecuencia de [30, Teorema 7.1, p. 250].

Corolario 2.7.1. Sea X un continuo localmente conexo tal que X no es
gráfica finita, consideremos K ∈ 2X . Si X−{x} contiene un subcontinuo sin
arcos libres para algún x ∈ K, entonces Cn

K(X) contiene un cubo de Hilbert.

Lema 2.7.2. Sean X un continuo y n ∈ N. Si Cn(X) ≈ Cn
K(X) para cada

K ∈ F1(X), entonces X no contiene puntos de corte.

Demostración. Sea p ∈ X. Como Cn(X) es homeomorfo a Cn
{p}(X), por [30,

Teorema 5.1, p. 245], Cn
{p}(X) es colocalmente conexo en cada punto. Así,
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por la Proposición 2.6.3, CX
n{p} no es un punto de corte de Cn

{p}(X). Entonces,
por el Corolario 2.6.2, p no es un punto de corte de X.

El siguiente lema, es consecuencia de [38, Ejercicio 7.4, p. 36].

Lema 2.7.3. Sean X un continuo, K ∈ 2X y n ∈ N. Entonces

dim(Cn
K(X)) = dim(Cn(X)− CnK

(X)).

Dados X una gráfica finita y n ∈ N. Sea x ∈ X. Consideremos

Dn
x = {dimA(Cn(X)) : A ∈ 〈X − {x}〉n}.

Como X es una gráfica finita, por [29, Teorema 5.1, p. 270], dimA(Cn(X)) <
∞ para cada A ∈ Cn(X) y ∅ 6= Dn

x ⊂ N. Sea Onx = máxDn
x . Si K ∈ 2X ,

definimos Mn
K = máx{Onx : x ∈ K} y tenemos el siguiente lema.

Lema 2.7.4. Sean X una gráfica finita y n ∈ N. Si K ∈ 2X , entonces

dim(Cn
K(X)) = Mn

K ≤ dim(Cn(X)).

Demostración. Sea A ∈ Cn(X)− CnK
(X). Como K 6⊂ A, existe x ∈ K − A

tal que A ⊂ X−{x}. Así, dimA(Cn(X)) ∈ Dn
x . Tenemos que dimA(Cn(X)) ≤

Onx ≤Mn
K ≤ dimX(Cn(X)). Por otro lado, supongamos que Onx0 = máx{Onx :

x ∈ K}, entonces existe B ∈ 〈X−{x0}〉n tal que Onx0 = dimB(Cn(X)). Dado
que x0 ∈ K, B ∈ Cn(X) − CnK

(X). Entonces dim(Cn
K(X)) = Mn

K , por el
Lema 2.7.3.

El siguiente corolario es consecuencia de [34, Teorema 2.4, p. 791] y el
Lema 2.7.4.

Corolario 2.7.5. Sean X una gráfica finita y n ∈ N.

1. Si K ⊂ R(X), entonces dim(Cn
K(X)) < dim(Cn(X)).

2. Si K ⊂ E(X), entonces dim(Cn
K(X)) = dim(Cn(X)).

El siguiente ejemplo muestra lo que ocurre con la dimensión, cuando
R(X) esta contenido en K. Sea X un continuo homeomorfo a la letra H. Sin
perdida de generalidad, podemos suponer que

X = {(0, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1} ∪ {(x, 0) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1}∪
{(1, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1}.

Sea p = (0, 0), q = (1, 0), r = (1
2
, 0), a1 = (0,−1), a2 = (1,−1), a3 = (0, 1),

a4 = (1, 1). Notemos que p, q ∈ R(X) y a1, a2, a3, a4 ∈ E(X).
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Ejemplo 2.7.6. Si X es homeomorfo a la letra H, entonces

a) dim(Cn
K(X)) < dim(Cn(X)) para K = {p, q, r} y n = 1.

b) dim(Cn
K(X)) = dim(Cn(X)) para K = {p, q, r} y n ≥ 2.

c) dim(Cn
K(X)) = dim(Cn(X)) para K = {p, q, a1} y n ≥ 1.

Demostración. Notemos que Dn
p = Dn

q = {2n, 2n + 1} y Dn
a1

= {2n, 2n +
1, 2n+ 2} para cada n ≥ 1.

Dn
r =

{
{3} si n = 1,

{2n, 2n+ 1, 2n+ 2} si n ≥ 2.

Así, Onp = Onq = 2n+ 1 y Ona1 = 2n+ 2 para n ≥ 1, y Onr = 3, Onr = 2n+ 2
para n = 1 y n ≥ 2, respectivamente. También

Mn
{p,q,r} =

{
3 si n = 1,

2n+ 2 si n ≥ 2.

y Mn
{p,q,a1} = 2n + 2 para n ≥ 1. Por tanto, si K = {p, q, r}, entonces

dim(C1
K(X)) = 3 < dim(C(X)) y dim(Cn

K(X)) = 2n + 2 = dim(Cn(X))
para cada n ≥ 2. Y, si K = {p, q, a1}, entonces dim(Cn

K(X)) = 2n + 2 =
dim(Cn(X)) para cada n ≥ 1.

Dado un continuo X, denotamos por Cut(X) el conjunto de puntos de
corte de X. En lo siguiente, denotamos por F1(Cut(X)) el conjunto de sub-
conjuntos de Cut(X) con solo un punto, en el mismo sentido denotamos
F1(E(X)).

Teorema 2.7.7. Sean X una gráfica finita y n ∈ N. Si Cn
K(X) ≈ Cn(X)

para cada K ∈ 2X − F1(Cut(X)), entonces |R(X)| ≤ 1.

Demostración. Supongamos que |R(X)| > 1. Como X es un gráfica finita,
tenemos que R(X) es finito. Así, por (1) del Corolario 2.7.5, dim(Cn

K(X)) <
dim(Cn(X)) para K = R(X). Esto es una contradicción.

Sea Y un m-odo simple con aristas J1, . . . , Jm y corazón v.

Notemos que C(Y ) = C{v}(Y ) ∪
(

m⋃

i=1

C(Ji)

)
, más aún, para cada i, j ∈

{1, . . . ,m}, C(Ji) ∩ C(Jj) = {{v}} con i 6= j, C{v}(Y ) ∩ C(Ji) = C{v}(Ji), y
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C{v}(Y ) ∩
(

m⋂

i=1

C(Ji)

)
= {{v}}.

Un árbol es una gráfica finita sin curvas cerradas simples.

Corolario 2.7.8. Sean X un árbol y n ∈ N. Si Cn
K(X) ≈ Cn(X) para cada

K ∈ 2X − F1(Cut(X)), entonces X es un arco o un m-odo simple.

Demostración. Por el Teorema 2.7.7, |R(X)| ≤ 1. Si X tiene un punto de ra-
mificación, entonces X es un m-odo simple para algún m ∈ N. Por otro lado,
si ordX(p) ≤ 2 para cada p ∈ X, como X es un árbol, por [37, Proposición
9.5, p. 142] X es un arco.

Dado un espacio topológico Y , el cono sobre Y , denotado por Cono(Y ),
es el espacio cociente Y × [0, 1]/Y × {1} obtenido de Y × [0, 1] al identificar
Y × {1} a un punto. El punto Y × {1} del Cono(Y ) es llamado el vérti-
ce del Cono(Y ); el subconjunto Y × {0} del Cono(Y ) es llamado la base
del Cono(Y ). Denotamos por vY y B(Y ) el vértice y la base del Cono(Y ),
respectivamente. La suspensión sobre Y , denotada por Σ(Y ), es el espacio
cociente obtenido de Y × [−1, 1] al identificar Y × {−1} y Y × {1} a puntos
(diferentes) los cuales son llamados vértices de Σ(Y ). Denotamos por v−1 y
v1 los vértices de Σ(Y ).

Como consecuencia de la prueba de [2, Teorema 5.5, p. 356] tenemos la
siguiente proposición.

Proposición 2.7.9. Sea n ∈ N. Supongamos que X = Cono(Y ) para algún
espacio métrico compacto Y . Entonces Cn(X) es homeomorfo a Cono(Z)

donde Z =
⋃

p∈B(Y )

Cn{p}(X).

Teorema 2.7.10. Supongamos que X es un arco o un m-odo simple. Si
K ∈ F1(E(X)), entonces C1

K(X) es homeomorfo a C(X).

Demostración. Supongamos que X = I, por [24, Ejercicio 14.24, p. 118],
CK(X) es un arco. Con lo que C(X)−CK(X) es homeomorfo a [0, 1]× [0, 1).
Así, C1

K(X) es homeomorfo a C(X).
Ahora, supongamos que X es un m-odo simple para algún m ∈ N con aristas
J1, . . . , Jm. Asumamos que K = {e} donde e ∈ J1, notemos que CK(X) =
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C{e}(J1)∪CJ1(X) y C{e}(J1)∩CJ1(X) = {J1}. Por la Proposición 2.7.9, C(X)
es homeomorfo al Cono(Z) donde

Z =
⋃

p∈E(X)

C{p}(X).

Por otro lado, de [24, Ejercicio 14.24, p. 118] tenemos que C{e}(J1) es un
arco en C(J1). C{v}(X) es una m-celda, veáse [28, Teorema 3 and Teorema
4, p. 3071], donde v es el corazón de X, y por [16, 5.2, p. 271], CJ1(X) es
una (m − 1)-celda en C{v}(X). Notemos que CJ1(X) ∩ C(Ji) = ∅ para cada
i 6= 1. Como C(J1)/C{e}(J1) es homeomorfo a C(J1), y C{v}(X)/CJ1(X) es
homeomorfo a C{v}(X). Entonces C1

K(X) es homeomorfo a C(X).

Como una consecuencia de la Proposición 2.7.9, tenemos el siguiente re-
sultado.

Corolario 2.7.11. Sea n ∈ N. Cn
K(I) es homeomorfo a Σ(CnK

(I)) para
K ∈ {{0}, {1}}.
Demostración. Solo probaremos para K = {0}. Como I ≈ Cono({0}), por la
Proposición 2.7.9, existe un homeomorfismo h : Cn(I)→ Cono(Z) donde Z =
CnK

(I). Notemos que πIK : Cn(I)→ Cn
K(I) y q : Cono(Z)→ Cono(Z)/B(Z)

son funciones cocientes. De que el siguiente diagrama es conmutativo

Cn(I) h //

πI
K
��

Cono(Z)

q

��
Cn
K(I) // Cono(Z)/B(Z) ≈ Σ(Z)

Por el Lema de la Transgresión, veáse [37, Ejercicio 3.22, p. 45], Cn
K(I) es

homeomorfo a Σ(CnK
(I)).

Teorema 2.7.12. Sean X una gráfica finita y n ∈ N. Si para cada K ∈ 2X ,
Cn(X) es homeomorfo a Cn

K(X), entonces X es una curva cerrada simple.

Demostración. Como Cn(X) ≈ Cn
K(X), por el Teorema 2.7.7, |R(X)| ≤ 1 y

por el Lema 2.7.2 X no contiene puntos de corte. Supongamos que R(X) =
{p}. Como p es el único punto de ramificación de X, p es un punto de corte
de X. Esto es una contradicción. Así, R(X) = ∅.
Como X es un gráfica finita y ordX(x) ≤ 2 para cada x ∈ X, entonces por
[37, Proposición 9.5, p. 142] X es un arco o una curva cerrada simple. Pero
X no contiene puntos de corte, entonces X no es un arco. Por lo tanto, X es
una curva cerrada simple.
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Finalizamos es capítulo con la siguiente caracterización en la clase de las
gráficas finitas y n = 1.

Teorema 2.7.13. Si X es una gráfica finita, C1
K(X) es homeomorfo al

Cono(X) si y sólo si

1. X = I y K ∈ 2X − F1((0, 1)), o,

2. X = S1 y K ∈ 2X .

Demostración. Supongamos que h : Cono(X)→ C1
K(X) es un homeomorfis-

mo. Como X es una gráfica finita, dim(Cono(X)) = 2. Así, dim(C1
K(X)) = 2.

Notemos que para cada y ∈ Cono(X), y no es un punto de corte. Entonces
h(y) no es un punto de corte de C1

K(X), en particular CX
K no es un punto de

corte de C1
K(X).

Supongamos que K = {z} para algún z ∈ X, de que CX
K no es un punto

de corte de C1
K(X). Por el Corolario 2.6.2, z no es un punto de corte de X.

Entonces z es un punto final o z pertenece a una curva cerrada simple en X.
Por otro lado, supongamos que K ∈ 2X tal que |K| ≥ 2. Sea C ∈ C(X)
tal que K ⊂ C. Asumamos que X − C o C tiene un punto de ramificación,
p. Si p ∈ X − C, dado que X es una gráfica finita, existe Cp ∈ C(X) tal
que p ∈ Cp ⊂ X − C y dimCp(C(X)) ≥ 3. Más aún, Cp /∈ CK(X), así
h−1(Cp) ∈ Cono(X) esto es una contradicción por que dim(Cono(X)) = 2.
Ahora, si p ∈ C, existe q ∈ K tal que p 6= q. Como X es un espacio métri-
co existen U y V conjuntos abiertos y disjuntos tales que p ∈ U y q ∈ V .
Por conexidad local, existe Cp ∈ C(X) tal que p ∈ Cp ⊂ U . Notemos que
K 6⊂ Cp, así Cp /∈ CK(X) y dimCp(C(X)) ≥ 3. Esto es una contradicción.
Entonces X no contiene puntos de ramificación.
Por ambos casos y [24, Proposición 9.5, p. 142], tenemos que X es un arco I
o S1.
Para el inverso, sea X = I y K ∈ 2X−F1((0, 1)), supongamos que K = {0} o
K = {1}. Por [24, Ejercicio 14.24, p. 118], CK(X) es un arco y C(X)−CK(X)
es homeomorfo a [0, 1] × [0, 1). Así, C1

K(X) es homeomorfo a Cono(X). Si
K ∈ 2X − F1(X), sean a = mı́nK y b = máxK, notemos que a 6= b. Prime-
ro, asumamos que a = 0 o b = 1. Notemos que CK(X) es un arco por [24,
Ejercicio 14.24, p. 118], entonces C1

K(X) es homeomorfo al Cono(X). Ahora,
asumamos que a 6= 0 y b 6= 1. Entonces C(X)−CK(X) = C([0, b))∪C((a, 1])
el cual es homeomorfo a [0, 1]×[0, 1). Así, C1

K(X) es homeomorfo al Cono(X).
Finalmente, seaX = S1 yK ∈ 2X . SiK ∈ F1(X), por [21, Ejemplo 3.2, p. 31]
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CK(X) es homeomorfo a una 2-celda en C(X). Así, C1
K(X) es homeomorfo a

una 2-celda la cual es homeomorfo al Cono(X). En otro caso, por el Teorema
2.4.1, CK(X) es contráctil en C(X) tal que CK(X) ∩ F1(X) = ∅. Entonces
C(X)− CK(X) es homeomorfo a S1 × [0, 1). Así, C1

K(X) es homeomorfo al
Cono(X).



Capítulo 3

Funciones Inducidas

En este capítulo, retomamos la definición de función inducida dada en
el Capítulo 1. Se presentan las relaciones que hay entre la función base f :
X → Y , la inducida en el n-ésimo hiperespacio Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y )
y la inducida en el hiperespacio cociente, definido en la Sección 1.2, para
diferentes clases de funciones.

3.1. Resultados Generales
En está sección presentamos definiciones de las diferentes clases de fun-

ciones así como resultados que sustentan las demostración de los resultados
principales que se encuentran a lo largo del capítulo.

Dados X un continuo y L un subcontinuo de X. Recordemos que X/L es
el espacio cociente obtenido al identificar L a un punto. Por el Corolario 1.1.7,
X/L es un continuo. Sean X, Y continuos, L un subcontinuo de X, y f :
X → Y una función suprayectiva. Consideremos los espacios cociente X/L
y Y/f(L). Sean qX : X → X/L y qY : Y → Y/f(L) las funciones cociente,
respectivas. Denotamos a qX(L) y qY (f(L)), por LX y LY , respectivamente.
Por [17, Teorema 7.7, p. 17], f induce una función f̃ : X/L→ Y/f(L) dada
por

f̃(A) =

{
qY (f((qX)−1(A))) si A 6= LX ;
LY si A = LX .

De [17, Teorema 4.3, p. 126], f̃ es una función continua. Observemos que el

47
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siguiente diagrama es conmutativo.

X
f //

qX
��

Y

qY
��

X/L
f̃

// Y/f(L)

Dados X y Y dos continuos y f : X → Y una función continua. Con-
sideramos la función inducida Cn(f) : Cn(X) → Cn(Y ) la cual es continua
(véase Observación 1.1.14).

Proposición 3.1.1. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Si K ∈ 2X , entonces Cn(f) induce una función continua g : Cn

K(X) →
Cn
f(K)(Y ).

Demostración. Dado que f es cerrada, f(K) ∈ 2Y . Así, por el Teorema 1.2.4,
Cn
K(X), Cn

f(K)(Y ) son continuos y las funciones cociente πXK : Cn(X) →
Cn
K(X), πYK : Cn(Y )→ Cn

K(Y ) son continuas y cerradas. Ahora, notemos que
Cn(f)(CnK

(X)) ⊂ Cnf(K)
(Y ). Por [17, Teorema 7.7, p. 17] y [17, Teorema

4.3, p. 126], Cn(f) induce una función continua g : Cn
K(X)→ Cn

f(K)(Y ) dada
por

g(A) =

{
πYf(K)(Cn(f)((πXK )−1(A))) si A 6= CX

nK
;

CY
nf(K)

si A = CX
nK
.

Notación. La función g de la Proposición 3.1.1 la denotamos por Cn
K(f).

Observación 3.1.2. El siguiente diagrama es conmutativo

Cn(X)
Cn(f) //

πX
K

��

Cn(Y )

πY
f(K)

��
Cn
K(X)

Cn
K(f)
// Cn

f(K)(Y )

y Cn
K(f) ◦ πXK = πYf(K) ◦ Cn(f).

Dada M una clase de funciones entre continuos, en este capítulo estable-
cemos las relaciones que hay entre las siguientes afirmaciones:
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(1) f ∈M;

(2) Cn(f) ∈M;

(3) Cn
K(f) ∈M para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) ∈M para algún K ∈ 2X .

Las clases de funciones que se consideran son: abiertas, monótonas, casi
monótonas, quasi-monótonas, débilmente monótonas, OM, confluentes, semi-
confluentes, débilmente confluentes, pseudo-confluentes, unión, atriódicas, li-
geras, fuertemente libremente descomponibles.

Observación 3.1.3. Para cada clase de funciones M, de las antes mencio-
nadas. Si Cn

K(f) ∈ M para cada K ∈ 2X , entonces Cn
K(f) ∈ M para algún

K ∈ 2X .

Definiciones
Una función suprayectiva f : X → Y entre continuos es:

abierta si f(U) es abierto en Y para cada subconjunto abierto U de X;

semi-abierta si para cada subconjunto abierto U de X, IntY (f(U)) 6= ∅;

monótona si f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y ;

casi monótona si para cada subcontinuo Q de Y con interior no vacío,
f−1(Q) es conexo;

quasi-monótona si para cada subcontinuo B de Y con IntY (B) 6= ∅,
f−1(B) tiene solo una cantidad finita de componentes Q1, . . . , Qm y
f(Qi) = B para cada i ∈ {1, . . . ,m};

débilmente monótona si para cada subcontinuo B de Y con IntY (B) 6=
∅, cada componente Q de f−1(B) satisface que f(Q) = B;

OM si existen un continuo Z y funciones g : X → Z y h : Z → Y tales
que f = h ◦ g, g es monótonoa y h es abierta;

confluente si para cada subcontinuo Q de Y y cada componente M de
f−1(Q), f(M) = Q;
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semi-confluente si para cada subcontinuo B de Y y cada par de com-
ponentes C y D de f−1(B), se tiene que f(C) ⊂ f(D) o f(D) ⊂ f(C);

débilmente confluente si para cada subcontinuo K de Y , existe un sub-
continuo M de X tal que f(M) = K;

pseudo-confluente siempre que para cada subcontinuo irreducible B de
Y , existe una componente C de f−1(B) tal que f(C) = B;

unión si para cada subcontinuo Q de Y y cada par de componentes C
y D de f−1(Q), tenemos que f(C) ∩ f(D) 6= ∅;

atriódica si para cada subcontinuo Q de Y , existen dos componentes C
y D de f−1(Q) tales que f(C)∪ f(D) = Q y para cada componente E
de f−1(Q), se tiene que f(E) = Q, o f(E) ⊂ f(C) o f(E) ⊂ f(D);

ligera si f−1(y) es totalmente disconexo para cada y ∈ Y ;

libremente descomponible si cuando A y B son subcontinuos propios de
Y tales que Y = A ∪ B, existen A′ y B′ dos subcontinuos propios de
X tales que X = A′ ∪B′, f(A′) ⊂ A y f(B′) ⊂ B;

fuerte libremente descomponible si cuando A y B son subcontinuos pro-
pios de Y tales que Y = A ∪ B, obtenemos que f−1(A) y f−1(B) son
conexos.

En el Diagrama 3.1 se muestran las relaciones entre las funciones antes men-
cionadas.

Proposición 3.1.4. Sean X y Y continuos, y sea K un compacto de X. Si
f : X → Y es una función suprayectiva, entonces las siguientes afirmaciones
se cumplen:

(1) las funciones πXK y πYf(K) son monótonas;

(2) La función πYf(K)|Cn(Y )−Cnf(K)
(Y ) : Cn(Y ) − Cnf(K)

(Y ) → Cn
f(K)(Y ) −

{CY
nf(K)
} es un homeomorfismo;

(3) Si CnK
(X) y Cnf(K)

(Y ) son densos en ninguna parte en Cn(X) y Cn(Y ),
respectivamente, entonces πXK y πYf(K) son funciones semi-abiertas.
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Diagrama 3.1: Clases de Funciones.
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Demostración. Notemos que (1) y (2) se siguen de las definiciones de πXK y
πYf(K). Probaremos (3), sea U subconjunto abierto de Cn(X). Como CnK

(X)

es denso en ninguna parte en Cn(X), entonces existe A ∈ (Cn(X)−CnK
(X))∩

U . Sea W un subconjunto abierto de Cn(X) tal que A ∈ W ⊂ Cn(X) −
CnK

(X). Por la Proposición 1.2.6, πXK (W) es un conjunto abierto de Cn
K(X)

contenido en πXK (U). Por lo que IntCn
K(X)(π

X
K (U)) 6= ∅. Por lo tanto, πXK es

semi-abierta. La prueba de que πXf(K) es semi-abierta es similar.

Teorema 3.1.5. Sean f : X → Y una función entre continuos y L un sub-
continuo de X. Sea A alguna de las siguientes clases de funciones entre con-
tinuos: monótonas, OM, confluentes, semi-confluentes, débilmente confluen-
tes, pseudo-confluentes, quasi-monótonas, débilmente monótonas, unión, ca-
si monótonas, atriódicas, libremente descomponible o fuertemente libremente
descomponible. Si f ∈ A, entonces f̃ ∈ A.
Demostración. Por [5, Teorema 3.2, p. 493] tenemos que, si f es casi monó-
tona, atriódica, libremente descomponible o fuertemente libremente descom-
ponible, entonces f̃ es casi monótona, atriódica, libremente descomponible o
fuertemente libremente descomponible, respectivamente. Sea A una clase de
funciones faltantes del enunciado. Tenemos que qY ◦ f = f̃ ◦ qX . Como qY es
monótona, qY ∈ A. Por [26, (5.1), (5.4), (5.5), (5.6), p. 29], y las Proposicio-
nes 4.1, 4.3 y 4.4 de [7], qY ◦ f ∈ A. Ahora, por [26, (5.15), (5.16), (5.19),
(5.20) y (5.21), p. 32-33], A tiene la propiedad de factor composición. Y dado
que qY ◦ f = f̃ ◦ qX , f̃ ◦ qX ∈ A. Por tanto, f̃ ∈ A.
Proposición 3.1.6. Sean f : X → Y una función entre continuos y L un
subcontinuo de X.

(1) Si f̃ es confluente, entonces para cada subcontinuo B ⊂ Y − f(L) y
cada componente A de f−1(B), f(A) = B.

(2) Si f̃ es débilmente confluente, entonces para cada subcontinuo B ⊂
Y − f(L), existe un subcontinuo A de X tal que f(A) = B.

(3) Si f̃ es quasi-monótona (débilmente monótona), entonces para cada
subcontinuo B ⊂ Y − f(L) con IntY (B) 6= ∅ y cada componente A de
f−1(B), f(A) = B.

Demostración. Como qX |X−L y qY |Y−f(L) son homeomorfismos y

f |f−1(Y−f(L)) = q−1Y |Y−f(L) ◦ f̃ ◦ qX .
Concluimos (1), (2) y (3).
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Proposición 3.1.7. Sean f : X → Y una función suprayectiva entre conti-
nuos y r ∈ N, tal que r ≤ n. Sean L1, . . . , Lr subconjuntos cerrados disjuntos
y no vacíos de Y . Para cada i ∈ {1, . . . , r}, sea Mi una componente de
f−1(Li). Entonces

(1) 〈M1, . . . ,Mr〉n es una componente de Cn(f)−1(〈L1, . . . , Lr〉n).

(2) Si M es una componente de f−1(Li) tal que M 6= Mi y r < n, entonces
〈M1, . . . ,Mr,M〉n es una componente de Cn(f)−1(〈L1, . . . , Lr〉n).

(3) Si Li /∈ Cn
f(K)(Y ) tal que f(K) 6⊂ ⋃r

i=1 Li, entonces π
X
K (〈M1, . . . ,Mr〉n)

es una componente de Cn
K(f)−1(πYf(K)(〈L1, . . . , Lr〉n)).

Demostración. Para la prueba de (1) y (2), véase [1, Proposición 2.4, p. 478].
Probaremos (3), sea D la componente de Cn

K(f)−1(πYf(K)(〈L1, . . . , Lr〉n)) que
contiene a πXK (〈M1, . . . ,Mr〉n). Notemos que 〈M1, . . . ,Mr〉n ⊂ (πXK )−1(D).
Dado que f(K) 6⊂ ⋃r

i=1 Li, tenemos que 〈L1, . . . , Lr〉n ∩ Cnf(K)
(Y ) = ∅.

Por lo que πYf(K)(Cnf(K)
(Y )) /∈ πYf(K)(〈L1, . . . , Lr〉n). Así, πXK (CnK

(X)) /∈ D

y CnK
(X) ∩ (πXK )−1(D) = ∅. Además, por la Observación 3.1.2 tenemos

que (πXK )−1(D) ⊂ Cn(f)−1(〈L1, . . . , Lr〉n). Por (1) de esta proposición y
(1) de la Proposición 3.1.4, (πXK )−1(D) ⊂ 〈M1, . . . ,Mr〉n. Por tanto, D =
πXK (〈M1, . . . ,Mr〉n).

El siguiente resultado se sigue de que CnK
(X) = {X}, si K = X.

Proposición 3.1.8. Sea H un subconjunto conexo con más de un punto de
Cn(X). Si X ∈ H, entonces existe K ∈ 2X tal que CnK

(X) ⊂ H.

Lema 3.1.9. Sean f : X → Y una función suprayectiva entre continuos,
1 ≤ n y Q un subconjunto cerrado de Cn(Y ).

(1) Si X /∈ Cn(f)−1(Q), existe m ∈ N tal que para cada K ∈ BH
1
m

(X),
CnK

(X) ∩ Cn(f)−1(Q) = ∅.

(2) Si X ∈ Cn(f)−1(Q), existe K ∈ 2X tal que CnK
(X) ⊂ Cn(f)−1(Q).

Demostración. Supongamos que para cada m ∈ N, existe Km ∈ BH
1
m

(X)

tal que CnKm
(X) ∩ Cn(f)−1(Q) 6= ∅. Entonces {Km}m∈N es una sucesión de

Cn(X). Podemos suponer que {Km}m∈N converge a X. Sea Lm ∈ CnKm
(X)∩

Cn(f)−1(Q) para cada m ∈ N, notemos que {Lm}m∈N ⊂ Cn(f)−1(Q) es
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una sucesión tal que Km ⊂ Lm. Así, {Lm}m∈N converge a X. Entonces,
X ∈ Cn(f)−1(Q) lo cual es una contradicción.
Probaremos (2), sea H una componente de Cn(f)−1(Q) tal que X ∈ H. Si H
es degenerado, entonces (2) se cumple tomando K = X. En otro caso, por la
Proposición 3.1.8, concluimos (2).

Lema 3.1.10. Sean K ∈ 2X , f : X → Y una función entre continuos y
n ∈ N. Si f(K) ∈ F1(Y ), entonces

Cn
K(f)−1(CY

nf(K)
) = πXK


 ⋃

p∈f−1(f(K))

Cn{p}(X)


 .

Demostración. Sea A ∈ πXK
(⋃

p∈f−1(f(K))Cn{p}(X)
)
, existen p ∈ f−1(f(K))

y B ∈ Cn{p}(X) tales que πXK (B) = A. Entonces, f(p) ∈ f(B) y Cn
K(f)(A) =

Cn
K(f)(πXK (B)) = πYf(K)(Cn(f)(B)). Así, πYf(K)(Cn(f)(B)) = CY

nf(K)
, es decir,

A ∈ Cn
K(f)−1(CY

nf(K)
). Notemos que la otra contención es evidente.

Proposición 3.1.11. Sean K ∈ 2X , n ∈ N y f : X → Y una función entre
continuos. Entonces Cn

K(f)−1(CY
nf(K)

) es conexo.

Demostración. Supongamos que Cn
K(f)−1(CY

nf(K)
) no es conexo. Sean H y L

componentes diferentes de Cn
K(f)−1(CY

nf(K)
). Podemos asumir que CX

nK
∈ H.

Por (1) de la Proposición 3.1.4, (πXK )−1(H) y (πXK )−1(L) son subconjuntos
conexos y disjuntos de Cn(X) tales que CnK

(X) ⊂ (πXK )−1(H). Ahora, sea
L ∈ (πXK )−1(L). Notemos que Cn

K(f)(πXK (L)) = CY
nf(K)

, y para cada arco
ordenado α : I → Cn(X) de L a X, Cn

K(f)(πXK (α(I))) = {CY
nf(K)
}. Enton-

ces, X ∈ (πXK )−1(H) ∩ (πXK )−1(L), lo cual es una contradicción. Por tanto,
Cn
K(f)−1(CY

nf(K)
) es conexo.

A continuación, mostramos dos ejemplos que serán importantes, en la
mayoría de las clases de funciones.

Ejemplo 3.1.12. Sean J = [−1, 1] y una función f : J → I definida por
f(t) = |t|. Entonces, f es abierta y ligera. Si K = {0}, entonces Cn

K(f) es
abierta y Cn(f) no es una función abierta. Si K = {1}, entonces Cn

K(f) no
es ligera.
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Demostración. Notemos que f es abierta y es ligera. Ahora, supongamos que
K = {0}, por el Lema 3.1.10, Cn

K(f)−1(CI
nf(K)

) = CJ
nK

. Sea U un subconjunto
abierto de Cn

K(J). Si CJ
nK

/∈ U, entonces (πJK)−1(U) ∩ CnK
(J) = ∅. Además,

Cn(J) − CnK
(J) = 〈[−1, 0), (0, 1]〉n y Cn(f)|Cn(J)−CnK

(J) es abierta. Por la
Proposición 3.1.1, Proposición 1.2.6 y (2) de la Proposición 3.1.4, se tiene que
Cn
K(f)(U) = πIf(K)(Cn(f)((πJK)−1(U))) es un abierto de Cn

f(K)(I). Si CJ
nK
∈ U,

entonces CI
nf(K)

∈ Cn
K(f)(U). Notemos que para cada A ∈ Cn

K(f)(U) con
A 6= CI

nf(K)
, existe un abierto W tal que A ∈ W ⊂ Cn

K(f)(U). Como
(πJK)−1(U) es abierto tal que CnK

(J) ⊂ (πJK)−1(U), entonces existe ε > 0
tal que NH(CnK

(J), ε) ∩ Cn(J) ⊂ (πJK)−1(U). De la definición de f , tenemos
que Cn(f)(NH(CnK

(J), ε) ∩ Cn(J)) = NH(Cnf(K)
(I), ε) ∩ Cn(I). Así, por el

Lema 2.4.8, Cn(f)(NH(CnK
(J), ε)∩Cn(J)) es un subconjunto abierto conte-

nido en Cn
K(f)(U). Por lo tanto, Cn

K(f) es abierta.
Ahora, supongamos que K = {1} y veamos que Cn

K(f) no es ligera. Notemos
que f−1(f(K)) = {−1, 1}. Por el Lema 3.1.10, Cn

K(f)−1(CI
nf(K)

) es no dege-
nerado y por la Proposición 3.1.11, Cn

K(f)−1(CI
nf(K)

) es conexo. Por tanto,
Cn
K(f) no es ligera.

Ejemplo 3.1.13. Sea f : I → S1 definida por f(t) = e2πit. Entonces, f no
es pseudo-confluente, ni débilmente monótona, ni libremente descomponible.
Si K = {0}, entonces Cn

K(f) es monótona para cada n ≥ 1.

Demostración. Notemos que f no es pseudo-confluente, ni débilmente mo-
nótona, ni libremente descomponible.
Ahora, sean K = {0} y n ∈ N. Probaremos que Cn

K(f) es monótona. Sea
B ∈ Cn

f(K)(S
1). Supongamos que B = CS1

nf(K)
, por la Proposición 3.1.11 se

tiene que Cn
K(f)−1(B) es conexo. En otro caso, por el Lema 3.1.10 tenemos

que Cn
K(f)−1(CS1

nf(K)
) = πIK

(⋃
p∈f−1(f(K))Cn{p}([0, 1])

)
. Entonces Cn([0, 1])−⋃

p∈f−1(f(K))Cn{p}([0, 1]) = Cn((0, 1)). Como f |(0,1) es uno a uno, por el Teo-
rema 3.2.1, Cn

K(f)|πI
K(Cn((0,1))) es uno a uno. Por lo que Cn

K(f)−1(B) es cone-
xo.

3.2. Clases de Funciones
Esta sección esta dividida por las diferentes clases de funciones para las

cuales se presentan las posibles relaciones entre la función base, la función
inducida en el hiperespacio y la función inducida en el hiperespacio cociente.
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Inyectivas y Suprayectivas

Teorema 3.2.1. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f is inyectiva;

(2) Cn(f) is inyectiva;

(3) Cn
K(f) is inyectiva para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) is inyectiva para algún K ∈ 2X .

Demostración. Notemos que (1) y (2) son equivalentes, (2) implica (3), y (3)
implica 4). Para probar (4) implica (1). Consideremos x, y ∈ X tales que
f(x) = f(y). Entonces

πYf(K)({f(x)}) = πYf(K)({f(y)}).

Como Cn
K(f)(πXK (A)) = πYf(K)(f(A)) para cada A ∈ Cn(X) y Cn

K(f) es in-
yectiva, πXK ({x}) = πXK ({y}). Entonces, {x} = {y} o K ⊂ {x} ∩ {y}. En
cualquier caso, x = y. Por tanto, f es inyectiva.

Teorema 3.2.2. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Consideremos las siguientes afirmaciones:

(1) f es suprayectiva;

(2) Cn(f) es suprayectiva;

(3) Cn
K(f) es suprayectiva para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) es suprayectiva para algún K ∈ 2X .

Entonces (2) y (3) son equivalentes, las condiciones (2), (3) y (4) implican
(1).

Demostración. Notemos que (2) implica (3) y (3) implica (4). Probamos que
(3) implica (2). Sea B ∈ Cn(Y ) y K ∈ 2X tal que K ∩ f−1(B) = ∅. Como
Cn
K(f) es suprayectiva, existe A ∈ Cn

K(X) tal que Cn
K(f)(A) = πYf(K)(B).

Además, existe A ∈ Cn(X) tal que πXK (A) = A. Por la Observación 3.1.2,

Cn
K(f)(A) = Cn

K(f)(πXK (A)) = πYf(K)(Cn(f)(A)) = πYf(K)(B).
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Como πYf(K)(B) 6= CY
nf(K)

, entonces Cn(f)(A) = B, por lo tanto Cn(f)

es suprayectiva. Ahora veamos que 4) implica 1). Sean K ∈ 2X tal que
Cn
K(f) es suprayectiva y y ∈ Y . Si y ∈ f(K), existe k1 ∈ K tal que

f(k1) = y. Ahora, supongamos que y /∈ f(K), {y} /∈ Cnf(K)
(Y ). Enton-

ces πYf(K)({y}) 6= CY
nf(K)

. Como Cn
K(f) es suprayectiva, existe A ∈ Cn

K(X) tal
que Cn

K(f)(A) = πYf(K)({y}). Además, existe A ∈ Cn(X) tal que πXK (A) = A.
Por la Observación 3.1.2, Cn

K(f)(πXK (A)) = πYf(K)(Cn(f)(A)) = πYf(K)({y}).
Así, existe a ∈ A tal que f(a) = y.

Como consecuencia del Teorema 3.2.2 y [15, Proposición 1, p. 784] se tiene
el siguiente corolario.

Corolario 3.2.3. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Entonces Cn

K(f) : Cn
K(X) → Cn

f(K)(Y ) es suprayectiva para cada K ∈ 2X si
y sólo si f es débilmente confluente.

El Ejemplo 3.1.13 nos garantiza que existen dos continuos X, Y y una
función f : X → Y tal que f no es débilmente confluente y Cn

K(f) es supra-
yectiva para algún K ∈ 2X .

Homeomorfismos y Abiertas

Teorema 3.2.4. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es homeomorfismo;

(2) Cn(f) es homeomorfismo;

(3) Cn
K(f) es homeomorfismo para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) es homeomorfismo para algún K ∈ 2X .

Demostración. De [15, Teorema 46, p. 801], 1) implica (2). Además, notemos
que (2) implica (3) y que (3) implica (4). Por el Teorema 3.2.1 y Teorema
3.2.2, f es biyectiva. Así, f es homeomorfismo, por lo que (4) implica (1).

Teorema 3.2.5. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Consideremos las siguientes afirmaciones:

(1) f es homeomorfismo;
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(2) Cn(f) es abierta;

(3) Cn
K(f) es abierta para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) es abierta para algún K ∈ 2X .

Entonces (1)-(3) son equivalentes y cada una de las afirmaciones (1)-(3)
implican (4).

Demostración. Por [8, Corolario 3.3, p. 122], (1) y (2) son equivalentes. De
esto y del Teorema 3.2.4, (2) implica (3). Ahora, probaremos que (3) implica
(2). Sea U un subconjunto abierto de Cn(X).
Primero, supongamos que X ∈ U . Como Cn(X) es localmente conexo en
X. Existe un subconjunto abierto y conexo V de Cn(X) tal que X ∈ V ⊂
ClCn(X)(V) ⊂ U . Por la Proposición 3.1.8, existe K ∈ 2X tal que CnK

(X) ⊂
ClCn(X)(V) ⊂ U . Así, del Lema 2.4.9, πXK (U) es un subconjunto abierto de
Cn
K(X) que contiene a CX

nK
. Como Cn

K(f) es una función abierta, tenemos
que Cn

K(f)(πXK (U)) es un subconjunto abierto de Cn
f(K)(Y ) que contiene a

CY
nf(K)

. Por la Observación 3.1.2, (πYf(K))
−1(πYf(K)(Cn(f)(U))) = Cn(f)(U), el

cual es un subconjunto abierto de Cn(Y ).
En otro caso, siX /∈ U , del Lema 3.1.9 existeK ∈ 2X tal que CnK

(X)∩U = ∅.
Como Cn

K(f) es abierta, entonces πXK (U) y Cn
K(f)(πXK (U)) son subconjuntos

abiertos de Cn
K(X) y Cn

f(K)(Y ), respectivamente. Además, CX
nK

/∈ πXK (U). Por
la Observación 3.1.2,

(πYf(K))
−1(πYf(K)(Cn(f)(U))) = Cn(f)(U)

es un subconjunto abierto de Cn(Y ). Por lo tanto, Cn(f) es una función
abierta.
Notemos que (1)-(3) implican (4) por la Observación 3.1.3.

El Ejemplo 3.1.12 nos garantiza que existen dos continuos X y Y , y una
función f : X → Y tal que f no es un homeomorfismo y Cn

K(f) es abierta
para algún K ∈ 2X .

Monótonas, Casi monótonas, Quasi-monótonas y Débil-
mente monótonas

Teorema 3.2.6. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Entonces son equivalentes:
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(1) f es monótona;

(2) Cn(f) es monótona;

(3) Cn
K(f) es monótona para cada K ∈ 2X .

Además, (1), (2), (3) implican (4).

(4) Cn
K(f) es monótona para algún K ∈ 2X .

Demostración. Por [15, Teorema 4, p. 784], (1) y (2) son equivalentes. Y por
el Teorema 3.1.5, (2) implica (3). Para probar que (3) implica (1), suponga-
mos que existe y ∈ Y tal que f−1(y) no es conexo. Sean L1 y L2 componentes
diferentes de f−1(y). Consideremos p /∈ f−1(y), entonces L1, L2 /∈ Cn{p}(X)
y {y} /∈ Cn{f(p)}(Y ). Sean y1, . . . , yn−1 ∈ Y − {y, f(p)} tales que yi 6= yj si
i 6= j. Tomamos Mi una componente de f−1(yi) para cada i ∈ {1, . . . , n−1}.
Por (3) de la Proposición 3.1.7, πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, Lj〉n) es componente de
Cn
K(f)−1(πYf(K)({y1, . . . , yn−1, y})) para cada j ∈ {1, 2}. Dado que Cn

K(f) es
una función monótona, Cn

K(f)−1(πYf(K)({y1, . . . , yn−1, y})) es conexo. Enton-
ces

πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, L1〉n) = πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, L2〉n).

Así, L1 = L2, lo cual es una contradicción.
Por la Observación 3.1.3, (3) implica (4).

Teorema 3.2.7. Sea A alguna de las siguientes clases de funciones entre
continuos: casi monótonas, quasi-monótonas, débilmente monótonas. Sea f :
X → Y una función entre continuos y n ∈ N. Si Cn

K(f) ∈ A para cada
K ∈ 2X , entonces f ∈ A.

Demostración. Sea B un subcontinuo de Y tal que IntY (B) 6= ∅. Consi-
deremos K ∈ 2X tal que K ∩ f−1(B) = ∅. Entonces, Cn(B) es un sub-
continuo de Cn(Y ) tal que Int(Cn(B)) 6= ∅ y Cn(B) ∩ Cnf(K)

(Y ) = ∅.
Así, πYf(K)(Cn(B)) es un subcontinuo de Cn

f(K)(Y ) con interior no vacío en
Cn
f(K)(Y ) y CY

nf(K)
/∈ πYf(K)(Cn(B)).

(a) Si Cn
K(f) es casi monótona, Cn

K(f)−1(πYf(K)(Cn(B))) es conexo. Dado que
πXK es monótona, (πXK )−1(Cn

K(f)−1(πYf(K)(Cn(B)))) es conexo. Por la Obser-
vación 3.1.2,

(πXK )−1(Cn
K(f)−1(πYf(K)(Cn(B)))) = Cn(f)−1(Cn(B)).
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Notemos que Cn(f)−1(Cn(B)) = 〈f−1(B)〉n. Con lo que, f−1(B) es conexo.
Por tanto, f es casi monótona.
(b) Si Cn

K(f) es quasi-monótona, Cn
K(f)−1(πYf(K)(Cn(B))) tiene solo una can-

tidad finita de componentes, L1, . . . ,Lm, y Cn
K(f)(Li) = πYf(K)(Cn(B)) pa-

ra cada i ∈ {1, . . . ,m}. Sea L una componente de f−1(B). Por (3) de la
Proposición 3.1.7, πXK (〈L〉n) es una componente de Cn

K(f)−1(πYf(K)(Cn(B))).
Notemos que cada componente de f−1(B) determina una componente de
Cn
K(f)−1(πYf(K)(Cn(B))). Por tanto, f−1(B) tiene una cantidad finita de com-

ponentes y por (3) de la Proposición 3.1.6, f(L) = B. Con lo que, f es tam-
bién quasi-monótona. Un argumento similar, prueba el caso donde Cn

K(f) es
débilmente monótona. Por lo tanto, f ∈ A.

Por el Teorema 3.1.5, el Teorema 3.2.7 y la Observación 3.1.3 se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.2.8. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Consideremos A como en el Teorema 3.2.7 y las siguientes afirmaciones:

(1) f ∈ A;

(2) Cn(f) ∈ A;

(3) Cn
K(f) ∈ A para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) ∈ A para algún K ∈ 2X .

Entonces, (2) implica (3) y, (2) y (3) implica (4) y (1).

El Ejemplo 3.1.13 nos garantiza que existen continuos X y Y , y una
función f : X → Y tal que Cn

K(f) es una función monótona (casi monóno-
ta, quasi-monótona, débilmente monótona) para algún K ∈ 2X y f no es
monótona (casi monónota, quasi-monótona, débilmente monótona).

Fuertemente Libremente Descomponible

Teorema 3.2.9. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N. En-
tonces, Cn

K(f) es casi monótona si y sólo si Cn
K(f) es fuertemente libremente

descomponible.
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Demostración. Como cada función casi monótona es fuertemente libremente
descomponible, tenemos que la casi monoteneidad de Cn

K(f) implica lo fuer-
temente libremente descomponible. Por el Teorema 2.5.1, Cn

K(X) es unicohe-
rente. Así, la implicación conversa se sigue de [9, Teorema 4.2, p. 894].

El siguiente resultado es consecuencia de los Teoremas 3.2.8 y 3.2.9.

Corolario 3.2.10. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈
N. Si Cn

K(f) es fuertemente libremente descomponible, entonces f es casi
monótona.

OM

Sea X un continuo. Recordemos que, dada una sucesión de subconjuntos
{Am}m∈N de X se define ĺım supm→∞Am como el conjunto de puntos x ∈ X
para los que existen una sucesión de enteros positivos m1 < m2 < · · · y
puntos xms ∈ Ams tales que ĺım xms = x.

Lema 3.2.11. [15, Lema 12, p. 788] Una función entre continuos f : X → Y
es OM si y sólo si, para cada punto y ∈ Y y cada sucesión de puntos ym ∈ Y
que converge a y, el ĺım supm→∞ f

−1(ym) intersecta a cada componente de
f−1(y).

Teorema 3.2.12. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Consideremos las siguientes condiciones:

(1) f es OM;

(2) Cn(f) es OM;

(3) Cn
K(f) es OM para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) es OM para algún K ∈ 2X .

Entonces, (2) implica (3) y, (2) y (3) implican (4) y (1).

Demostración. Por el Teorema 3.1.5, (2) implica (3). Ahora mostraremos
que (3) implican (1). Sean y ∈ Y y {yi}i∈N una sucesión de puntos en Y que
converge a y. Consideremos K ∈ 2X tal que f(K)∩{y, y1, . . .} = ∅. Tomamos
z1, . . . , zn−1 ∈ Y − (f(K) ∪ {y, y1, . . .}) tales que zj 6= zl para j 6= l. Sea Mj

una componente de f−1(zj) para cada j ∈ {1, . . . , n − 1} y sea Mn una
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componente de f−1(y). Por (3) de la Proposición 3.1.7, πXK (〈M1, . . . ,Mn〉n)
es una componente de Cn

K(f)−1(πYf(K)({z1, . . . , zn−1, y})). Como la sucesión

{πYf(K)({z1, . . . , zn−1, yi})}i∈N

converge a πYf(K)({z1, . . . , zn−1, y}). Por el Lema 3.2.11,

πXK (〈M1, . . . ,Mn〉) ∩ ĺım sup
t→∞

Cn
K(f)−1(πYf(K)({z1, . . . , zn−1, yt})) 6= ∅.

Sea A ∈ 〈M1, . . . ,Mn〉 tal que

πXK (A) ∈ ĺım sup
t→∞

Cn
K(f)−1(πYf(K)({z1, . . . , zn−1, yt})).

Entonces, existe una subsucesión {πXK (Atr)}r∈N tal que para cada r ∈ N,
πXK (Atr) ∈ Cn

K(f)−1(πYf(K)({z1, . . . , zn−1, ytr})) y ĺımr→∞ πXK (Atr) = πXK (A).

Sea a ∈ A∩Mn. Dado que ĺımr→∞Atr = A, existe una sucesión {atr}r∈N con
atr ∈ Atr tal que atr → a. Así, existe m0 ∈ N tal que f(atr) = ytr para cada
r ≥ m0. Con lo que a ∈ A∩Mn∩ ĺım supt→∞ f

−1(yt). Por tanto, por el Lema
3.2.11, f es OM.
Observemos que (2) implica (1) y (3) implica (4).

Confluentes, Semi-confluentes, Débilmente confluentes,
Pseudo-confluentes, Unión

Dados un continuo X y n ∈ N. Si x1, . . . , xn−1 ∈ X y B es un subcontinuo
de X, notemos que B = 〈{x1}, . . . , {xn−1}, B〉n es homeomorfo a B y B ⊂
Cn(X). Además, si B es un continuo irreducible, entonces B es un continuo
irreducible.

Teorema 3.2.13. Sea A alguna de las siguientes clases de funciones en-
tre continuos: confluentes, semi-confluentes, débilmente confluentes, pseudo-
confluentes, unión. Sea f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N. Si
Cn
K(f) ∈ A para cada K ∈ 2X , entonces f ∈ A.

Demostración. Sea B un subcontinuo propio (e irreducible para el caso de
pseudo-confluente) de Y . Consideremos K ∈ 2X tal que K ∩ f−1(B) = ∅.
Sean D1 y D2 componentes de f−1(B) y sean y1, . . . , yn−1 ∈ Y − (B ∪ f(K))
tales que yi 6= yj para i 6= j. Sea Mi una componente de f−1(yi) para ca-
da i ∈ {1, . . . , n − 1}. Para i ∈ {1, 2}, por (3) de la Proposición 3.1.7,
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πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, Di〉n) es una componente de Cn
K(f)−1(πYf(K)(B)) donde

B = 〈{x1}, . . . , {xn−1}, B〉n. Notemos que B∩Cnf(K)
(Y ) = ∅ (y que πYf(K)(B)

es un subcontinuo irreducible de Cn
f(K)(Y ) tal que CY

nf(K)
/∈ πYf(K)(B)). Con-

sideramos los siguientes casos:
(a) Si Cn

K(f) es confluente, entonces Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, Di〉n) = B, por
(1) de la Proposición 3.1.6. Por lo tanto, f(Di) = B para cada componente
de f−1(B).
(b) Si Cn

K(f) es semi-confluente. Podemos suponer, sin perdida de generali-
dad que

Cn
K(f)(πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, D1〉n)) ⊂ Cn

K(f)(πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, D2〉n)).

Entonces Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D1〉n) ⊂ Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D2〉n). Con
lo que f(D1) ⊂ f(D2).
(c) Si Cn

K(f) es unión, entonces

Cn
K(f)(πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, D1〉n)) ∩ Cn

K(f)(πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, D2〉n)) 6= ∅.

Así, Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D1〉n) ∩ Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D2〉n) 6= ∅. Con lo
que f(D1) ∩ f(D2) 6= ∅.
(d) Si Cn

K(f) es débilmente confluente, por (2) de la Proposición 3.1.6,
existe un continuo M de Cn(X) tal que Cn(f)(M) = B. Y además, co-
mo M ∩ CnK

(X) = ∅, podemos encontrar una componente Mn de f−1(B)
tal que 〈M1, . . . ,Mn〉n ∩M 6= ∅. Entonces, por (2) de la Proposición 3.1.7,
〈M1, . . . ,Mn〉n es componente de Cn(f)−1(B). Así, M = 〈M1, . . . ,Mn〉n y
f(Mn) = B.
(e) Si Cn

K(f) es pseudo-confluente, existe C ⊂ Cn
K(X) tal que C es una com-

ponente de Cn
K(f)−1(πYf(K)(B)) y Cn

K(f)(C) = πYf(K)(B). Dado que CX
nK

/∈ C,
(πXK )−1(C) es una componente de (πXK )−1(Cn

K(f)(πYf(K)(B))) = Cn(f)−1(B).
Notemos que Cn(f)((πXK )−1(C)) = B.
Por otro lado,

⋃
(πXK )−1(C) ⊂ f−1(y1) ∪ · · · ∪ f−1(yn−1) ∪ f−1(B), para ca-

da i = 1, . . . , n − 1 tenemos que (
⋃

(πXK )−1(C)) ∩ f−1(yi) 6= ∅ y además
(
⋃

(πXK )−1(C)) ∩ f−1(B) 6= ∅. Como
⋃

(πXK )−1(C) tiene a lo más n compo-
nentes, entonces

⋃
(πXK )−1(C) tiene exactamente n componentes C1, . . . , Cn.

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que Ci ⊂ f−1(yi) para i =
1, . . . , n−1 y Cn ⊂ f−1(B). Sea C la componente de f−1(B) tal que Cn ⊂ C.
Afirmación. f(C) = B.
Sean b ∈ B y E = {y1, . . . , yn−1} ∪ {b}. Entonces, E ∈ B. Con lo cual,
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existe A ∈ (πXK )−1(C) tal que f(A) = E. Esto implica que b ∈ f(A) ⊂
f(
⋃

(πXK )−1(C)) = f(C1) ∪ · · · ∪ f(Cn). Si existe j ∈ {1, . . . , n − 1} tal que
b ∈ f(Cj), entonces b = yj, lo cual es una contradicción. Entonces, b ∈ f(Cn).
Así, b ∈ f(C), se sigue que B ⊂ f(C).
Esto concluye la demostración del Teorema.

Como consecuencia del Teorema 3.1.5, el Teorema 3.2.13 y la Observación
3.1.3 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2.14. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Consideremos A como en el Teorema 3.2.13 y las siguientes afirmaciones:

(1) f ∈ A;

(2) Cn(f) ∈ A;

(3) Cn
K(f) ∈ A para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) ∈ A para algún K ∈ 2X .

Entonces, (2) implica (3) y, (2) y (3) implica (4) y (1).

El Ejemplo 3.1.13 nos garantiza que existen continuos X y Y , y una fun-
ción f : X → Y tales que Cn

K(f) es una función confluente (semi-confluente,
débilmente confluente, pseudo-confluente) para algún K ∈ 2X y f no es
confluente (semi-confluente, débilmente confluente, pseudo-confluente).

Atriódicas

Teorema 3.2.15. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Consideramos las siguientes afirmaciones:

(1) f es atriódica;

(2) Cn(f) es atriódica;

(3) Cn
K(f) es atriódica para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) es atriódica para algún K ∈ 2X .

Entonces, (2) implica (3) y, (2) y (3) implican (4) y (1).
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Demostración. Por el Teorema 3.1.5, (2) implica (3). Veamos que (3) im-
plica (1). Sea B un subcontinuo propio de Y y sea K ∈ 2X tal que K ∩
f−1(B) = ∅. Consideremos y1, . . . , yn−1 ∈ Y − (B ∪ f(K)) con yi 6= yj pa-
ra i 6= j. Como Cn

K(f) es atriódica, existen dos componentes D1 y D2 de
Cn
K(f)−1(πYf(K)(〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n)) tales que

a) Cn
K(f)(D1) ∪ Cn

K(f)(D1) = πYf(K)(〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n),
b) para cada componente C de Cn

K(f)−1(πYf(K)(〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n)), tene-
mos que Cn

K(f)(C) = πYf(K)(〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n), Cn
K(f)(C) ⊂ Cn

K(f)(D1)

o, Cn
K(f)(C) ⊂ Cn

K(f)(D2).
Para cada j = 1, 2, (πXK )−1(Dj) ∩ CnK

(X) = ∅. Entonces, podemos encon-
trar subconjuntos M j

1 , . . . ,M
j
n de X tales que M j

i es una componente de
f−1(yi) para cada i = 1, . . . , n − 1 y M j

n es una componente de f−1(B).
Supongamos que Dj ∩ πXK (〈M j

1 , . . . ,M
j
n〉n) 6= ∅. Como Dj es componente

de Cn
K(f)−1(πYf(K)(〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n)), por (3) de la Proposición 3.1.7,

Dj = πXK (〈M j
1 , . . . ,M

j
n〉n). Así, por a) f(M1

n)∪f(M2
n) = B. Ahora, sea C una

componente de f−1(B). De que πXK (〈M1
1 , . . .M

1
n−1, C〉n) es componente de

Cn
K(f)−1(πYf(K)(〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n)), por b), f(C) = B o, f(C) ⊂ f(M1

n)

o, f(C) ⊂ f(M2
n).

Notemos que (2) implica (1) y que (3) implica (4).

Ligeras

Teorema 3.2.16. Sean f : X → Y una función entre continuos y n ∈ N.
Consideremos las siguientes condiciones:

(1) f es ligera;

(2) Cn(f) es ligera;

(3) Cn
K(f) es ligera para cada K ∈ 2X ;

(4) Cn
K(f) es ligera para algún K ∈ 2X .

Entonces, (2) y (3) implican (1), y (3) implica (4).

Demostración. (2) implica (1) se sigue del [14, Teorema 3.10, p. 185] y por
la Observación 3.1.3 se sigue que (3) implica (4). Ahora, supongamos que
Cn
K(f) es ligera. Probaremos que f es una función ligera, podemos suponer

que existe y ∈ Y tal que f−1(y) no es totalmente disconexo. Sea M una
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componente no degenerada de f−1(y). Sea K ∈ 2X tal que K ∩ f−1(y) = ∅
y sean y1, . . . , yn−1 ∈ Y − (f(K) ∪ {y}) tales que yi 6= yj para i 6= j. Sea
Mi una componente de f−1(yi) para cada i = 1, . . . , n − 1. Por (3) de la
Proposición 3.1.7, πXK (〈M1, . . . ,Mn−1,M〉n) es un subcontinuo no degenerado
de Cn

K(f)−1(πYf(K)({y1, . . . , yn−1, y})), lo cual es una contradicción.

El Ejemplo 3.1.12 nos garantiza que existen dos continuos X y Y , y una
función f : X → Y tal que f es ligera y Cn

K(f) no es ligera para algún
K ∈ 2X .



Resultados

Dado un continuo X se logró demostrar que si este tiene la propiedad
P , entonces el hiperespacio Cn

K(X) también preserva dicha propiedad para
cada n ∈ N y en algunos casos de manera inversa. Además, se caracterizaron
algunos continuos. En general, se obtuvieron los siguiente resultados.

1. Un continuo X es de Peano si y sólo si Cn
K(X) es un continuo de Peano.

2. Dado n ∈ N. Un continuo no degenerado X es indescomponible si y
sólo si Cn

K(X)− {CX
nK
} no es arco conexo para cada K ∈ 2X .

3. Cn
K(X) contiene n-celdas para cada K ∈ 2X .

4. Si un continuo X contiene un Ri-continuo con i ∈ {1, 2, 3} y K ∈ 2X ,
entonces Cn

K(X) no es contráctil.

5. Cn
K(X) siempre es unicoherente para cada n ∈ N y cada K ∈ 2X .

6. El continuo X es aposindético si y sólo si Cn
K(X) es aposindético para

cada K ∈ 2X .

7. En la clase de las gráficas finitas, logramos dar una fórmula para cal-
cular la dimensión de Cn

K(X).

8. Cn
K(I) es homeomorfo a

∑
(Cn

K(I)) para K ∈ {{0}, {1}}.

9. Si X es una gráfica finita, C1
K(X) es homeomorfo al Cono(X) si y sólo

si

a) X = I y K ∈ 2X − F1((0, 1)), o,

b) X = S1 y K ∈ 2X .
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Finalmente, estudiamos la relación de una función entre continuos y sus fun-
ciones inducidas, para las siguientes clases de funciones: monótonas, OM, con-
fluentes, semi-confluentes, débilmente confluentes, pseudo-confluentes, quasi-
monótonas, débilmente monótonas, unión, casi monótonas, atriódicas, libre-
mente descomponible o fuertemente libremente descomponible.



Discusión

Tras describir los diferentes resultados obtenidos, realizamos discusiones
que sirvan para consolidar lo obtenido, al tiempo que genera futuras líneas
de investigación. Esto debido a que los hiperespacios cociente son una herra-
mienta que ayuda a conocer el hiperespacio base, así como propiedades que
pudiera tener el continuo base. Este hiperespacio cociente ayuda a descubrir
que tanto se puede comprimir en el hiperespacio y seguir manteniendo su
estructura topológica. Los resultados presentados en este trabajo, muestran
que las hipótesis planteadas en este proyecto han sido abordadas en bue-
na medida, debido a que hay una gran variedad de propiedades topológicas
y una extensa gama de clases de funciones. Lo cual dan la pauta a seguir
investigando en esta dirección.
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Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo fue desarrollar herramientas para
conocer propiedades del hiperespacio Cn(X) al momento de comprimir a
un punto dentro de este, el subespacio CnK

(X). Con base al anteproyecto
los objetivos planteados han sido cubiertos, consiguiendo varias propiedades
del hiperespacio cociente Cn

K(X). También se consiguio dar relaciones entre
las funciones base y las inducidas para diversas clases de funciones entre
continuos.
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ON THE HYPERSPACE Cn(X)/CnK
(X)

JOSÉ G. ANAYA, ENRIQUE CASTAÑEDA-ALVARADO∗,
AND JOSÉ A. MARTÍNEZ-CORTEZ

Abstract. Let X be a continuum and n a positive integer. Let Cn(X)
be the hyperspace of nonempty subsets of X with at most n components.
Let K be a compact subset of X, CnK

(X) is the hyperspace of subsets of
X which contain K and have at most n components. Both hyperspaces
are considered with the Hausdorff metric. In this paper, we consider the
hyperspace Cn

K(X) = Cn(X)/CnK
(X) which can be a tool to study the

space Cn(X). We study this hyperspace in the class of finite graphs and in
general, we prove some properties such as: aposyndesis, local connectedness,
arcwise disconnectedness, contractibility, unicoherence and homogeneity.

1. Introduction

In this paper, the set of positive integers is denoted by N and a map is
a continuous function. A continuum is a nondegenerate compact connected
metric space. Given a continuum X, a subcontinuum of X is a subset of X
which is a continuum. Given n ∈ N, we consider the following hyperspaces of
X:

• 2X = {A ⊂ X : A is nonempty and closed},
• C(X) = {A ∈ 2X : A is connected},
• Fn(X) = {A ∈ 2X : A has at most n points},
• Cn(X) = {A ∈ 2X : A has at most n components}.

All endowed with the Hausdorff metric (see the definition below), we write C(X)
instead of C1(X).

The hyperspace Cn(X) is called n-fold hyperespace of X, his structure topo-
logic is different to other hyperspaces, see [15] and [16].
On the other hand, at 1979 Sam B. Nadler Jr., see [21], began the study of hy-
perspace suspension, when the author considered the quotient space HS(X) =
C(X)/F1(X), which he called the hyperspace suspension of X. Later, in 2004,
R. Escobedo, M. de J. López and S. Macías extended the study of hyperspace
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jamartinezc@uaemex.mx (J. A. Martínez-Cortez).
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suspension in [9]. Subsequently, in the same year, S. Macías generalized the
study of hyperspace suspension, considering the quotient space HSn(X) =
Cn(X)/Fn(X), which he called the n-fold hyperspace suspension of X, see [17],
continuing with the study in 2006, see [18]. In the year 2008, J. C. Macías ana-
lyzes the quotient space PHSn(X) = Cn(X)/F1(X), which he called the n-fold
pseudo-hyperspace suspension of X, see [13]. J. Camargo and S. Macías in 2016
considered the quotient space Cn

1 (X) = Cn(X)/C1(X), they show several of
their properties, see [4].
Following this line of research, given K be a closed subset of continuum X and
a hyperspace H(X) ∈ {2X , C(X), Fn(X), Cn(X)}. We consider the quotient
space

H(X)/HK(X)

with the quotient topology, where HK(X) is the containment hyperspace define
by set {A ∈ H(X) : K ⊂ A} considered as subspace of H(X).
The fact that H(X)/HK(X) is a continuum follows from [22, Theorem 3.10, p.
40]. πK denotes the quotient map πK : H(X) → H(X)/HK(X), and HK =
πK(HK(X)).

In this paper we studied some topological properties of the quotient space
Cn
K(X) = Cn(X)/CnK

(X) such as local connectedness, arcwise disconnected-
ness, contractibility, unicoherence, homogeneity and aposyndesis. Throughout
the article you can see how this space be a good tool to study hyperspace Cn(X).
The paper is divided into six sections. In Section 2 we provide the basic def-
initions, notation and some basic results of cut points. In Section 3 for the
class of finite graphs we calculate the dimension of space Cn

K(X), and the rela-
tionship it has with cones, suspensions and space Cn(X). In the Section 4 we
give conditions to K under which the space Cn

K(X) is aposyndetic and finitely
aposyndetic, in particular we prove that X is aposyndetic if and only if Cn

K(X)
is aposyndetic for each K ∈ F1(X), see Theorem 4.5. In Section 5 we study the
connectedness of Cn

K(X), as locally connectedness, in particular we characterize
the local connectedness of X in terms of the local connectedness of Cn

K(X),
see Theorem 5.3. Also, we present results of the arcwise disconnectedness of
Cn
K(X)− {CnK

}, which allow to give a characterization of the indecomposable
continua in terms of the non-arcwise connectedness of Cn

K(X)−{CnK
}, see The-

orem 5.8. Finally, in Section 6, we analize other topological properties as the
non-contractibility, homogeneity and when Cn

K(X) contains n-cells.

Remark 1.1. Let n ∈ N. If K = X, then Cn
K(X) is homeomorphic to Cn(X).

Remark 1.2. Let n ∈ N and K ∈ 2X . Then

πK |Cn(X)−CnK
(X) : Cn(X)− CnK

(X)→ Cn
K(X)− {CnK

}

is a homeomorphism.
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2. Preliminaries

An arc is any topological space homeomorphic to I = [0, 1] and a simple
closed curve is any topological space homeomorphic to the unit circle S1. We
denote the closure, interior and boundary of a subset A of a topological space
Z by ClZ(A), IntZ(A) and Bd(A), respectively. When two topological spaces Y
and Z are homeomorphic is denoted as Y ≈ Z.

Let X be a continuum with metric d and ε > 0. Given x ∈ X and A ∈ 2X ,
we define the open ball in X of radius ε and center x as

Bd
ε (x) = {y ∈ X : d(x, y) < ε},

and
Nd(A, ε) =

⋃

x∈A
Bd
ε (x).

The hyperspace 2X is considered with the Hausdorff metric Hd, see [12, Defini-
tion 2.1, p. 11], defined as follows: For each A,B ∈ 2X ,

Hd(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ Nd(B, ε) and B ⊂ Nd(A, ε)}.
A map f : X → Y between continua induces a natural map f ∗ : 2X → 2Y

defined by
f ∗(A) = f(A) for all A ∈ 2X .

Thus, if H(X) ∈ {2X , C(X), Fn(X), Cn(X)}, then the induced map H(f) :
H(X)→ H(Y ) is the map H(f) = f ∗|H(X), see [12, Theorem 13.3, p. 106].
Let A, B ∈ 2X . An order arc from A to B is a mapping α : I → 2X such that
α(0) = A, α(1) = B, and α(r) is a proper subset of α(s) whenever r < s, see
definition and existence in [20, 1.2-1.8, p. 57-59].
AWhitney map for C(X) is a map µ : C(X)→ [0,∞) that satisfies the following
two conditions:

(1) µ(A) < µ(B) for any A,B ∈ C(X) such that A ⊂ B and A 6= B;
(2) µ(A) = 0 if and only if A ∈ F1(X).
Given a continuum X. For any finitely many subsets U1, . . . , Ur of X, we

define 〈U1, . . . , Ur〉 as

{A ∈ 2X : A ⊂
r⋃

i=1

Ui, A ∩ Ui 6= ∅, for each i = 1, . . . , r}.

The set

{〈U1, . . . , Ur〉 : for each i ∈ {1, . . . , r}, Ui is an open set of X, r ∈ N}
is a basis for the Vietoris topology of 2X . This topology, matches with the
topology induced by the Hausdorff metric, see [12, Theorem 3.2, p. 18]. Given
n ∈ N we write 〈U1, . . . , Ur〉n instead of 〈U1, . . . , Ur〉 ∩ Cn(X).
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A Peano continuum is a locally connected continuum. X is connected im
kleinen at p provided that every neighborhood of p contains a connected neigh-
borhood of p. A continuum X is unicoherent provided that whenever A and
B are subcontinua of X, such that A ∪ B = X, A ∩ B is connected. By [16,
Theorem 4.8, p. 244], Cn(X) is unicoherent. Notice that, if K ∈ 2X , πK is
monotone and also, by [22, Proposition 3.7, p. 39], πK is a closed map. Thus,
by [6, Corollary 7, p. 211] we have next result.

Theorem 2.1. Let n ∈ N. If X is a continuum and K ∈ 2X , then Cn
K(X) is

unicoherent.

2.1. Cut points. In a connected topological space Z. A cut set of Z is a subset
S of Z such that Z − S is not connected. A cut point of Z is a point p ∈ Z
such that {p} is a cut set of Z.

Proposition 2.2. Let n ∈ N and p ∈ X. p is a cut point of X if and only if
Cn{p}(X) is a cut set of Cn(X).

Proof. If p ∈ X is a cut point, then there are disjoint open sets U , V such that
X−{p} = U∪V . Since 〈U〉n and 〈X−{p}, V 〉n are disjoint open sets in Cn(X),
it’s enough to prove that Cn(X)− Cn{p}(X) = 〈U〉n ∪ 〈X − {p}, V 〉n.
Let A ∈ Cn(X)−Cn{p}(X). Then p /∈ A and A ⊂ X−{p} = U∪V . If A∩V 6= ∅
then A ∈ 〈X −{p}, V 〉n, in another case, A ∈ 〈U〉n. Thus Cn(X)−Cn{p}(X) ⊂
〈U〉n ∪ 〈X − {p}, V 〉n.
On the other hand, if A ∈ 〈U〉n ∪ 〈X − {p}, V 〉n, then A ⊂ U , or, A ⊂ X −
{p} = U ∪ V and A ∩ V 6= ∅. Thus A ⊂ X − {p}, i.e. p /∈ A. Then
〈U〉n ∪ 〈X − {p}, V 〉n ⊂ Cn(X)− Cn{p}(X). Therefore Cn{p}(X) is a cut set of
Cn(X).
The converse, suppose that X − {p} is connected then Cn(X) − Cn{p}(X) =

Cn(X − {p}) is connected. This is a contradiction. Therefore X − {p} is not
connected, and so, p is a cut point of X. �
Corollary 2.3. Let X be a continuum, n ∈ N and p ∈ X. Then p is a cut
point of X if and only if Cn{p} is a cut point of Cn

{p}(X).

A continuum X is said to be colocally connected in p ∈ X, provided that p
has a local base of open sets whose complements are connected. X is said to be
colocally connected, if X is colocally connected at each of its points.

Proposition 2.4. If X is colocally connected in p ∈ X, then p is not a cut
point of X.

Proof. Suppose that p is a cut point of X, then exist U,W open non-empty
subsets of X such that X − {p} = U ∪W and U ∩W = ∅. Let u ∈ U and
w ∈ W . Let δ = 1

2
min{d(p, u), d(p, w)} > 0. Since X is colocally connected in

p, there exists {Vα}α∈J a local base of open subsets at p where J is an index set.
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Then there exists α ∈ J such that p ∈ Vα ⊂ Bδ(p). Thus X−Bδ(p) ⊂ X−Vα ⊂
X − {p}. Since X − Vα is connected, we may assume that X − Vα ⊂ U . Notice
that u,w ∈ X − Bδ(p). So, u,w ∈ U and w ∈ U ∩W . This is a contradiction.
Therefore p is not a cut point of X. �

3. Finite Graphs

A free arc in a continuum X is an arc A in X such that A without its end
points is an open set in X. A Hilbert cube is any space homeomorphic to

∏∞
j=1 Ij

with the product topology, where Ij = [0, 1] for each j ∈ N.
A finite graph X is a continuum which can be written as the union of finitely

many arcs any two of which are either disjoint or intersect only in one or both
of their end points. If X is a finite graph, the arcs and the end points of the
arcs are called edges and vertices, respectively. Given m ∈ N, m ≥ 3, a simple
m-od Y is a finite graph which is the union of m arcs J1, . . . , Jm such that there
exists a point v ∈ Y with the property Ji ∩ Jj = {v}, if i 6= j, and v is an end
point of Ji for each i = 1, . . . ,m. The point v is called the core of Y . A simple
3-od is called a simple triod.

The order of a point p in a finite graph X, will be defined using the classic
Menger definition. Given a point p ∈ X and m,n ∈ N, the order of p in X,
denoted by ordX(p), is defined as ordX(p) ≤ n, if for every ε > 0 there exists an
open set G containing p with diameter of G less than ε such that Bd(G) consists
of at most n points, also define ordX(p) = n if ordX(p) ≤ n and ordX(p) is not
less or equal to m for each m < n.

A point q ∈ X is called an end point of X provided that ordX(q) = 1. A point
q ∈ X is called a ramification point of X provided that ordX(q) ≥ 3. The set
of ramification points of X is denoted by R(X) and the set of end points of X
is denoted by E(X). For an arc or a simple closed curve, the set of ramification
points is empty. In any other case we assume that each vertex of X, is either
an end point of X or a ramification point of X. With this restriction the two
end points of an edge of X may coincide in this case the edge is a simple closed
curve. These kind of edges will be called loops. Thus, the edges of X are arcs or
simple closed curves, and in X there are only three kind of edges: loops, edges
that contain some end point of X, and edges joining ramification points. Two
different vertices p and q of X are said to be adjacent provided that there is an
edge J of X such that p and q are the end points of J .

We write dim(X) to denote the dimension of the space X; and for p ∈ X,
dimp(X) stands for the dimension of the space X at the point p. First, define
dim(X) = −1 when X = ∅. Now, assume inductively that we have defined
dimp(X) ≤ n − 1 and dim(X) ≤ n − 1 for some integer n ≥ 0. Then define
dimp(X) ≤ n when p has arbitrarily small open neighborhoods in X whose
boundaries have dimension less than or equal to n− 1, and define dim(X) ≤ n
when dimp(X) ≤ n for all p ∈ X. Now define dimp(X) = n when dimp(X) ≤ n
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and dimp(X) 6≤ n−1, and define dim(X) = n when dim(X) ≤ n and dim(X) 6≤
n− 1. Finally, define dim(X) =∞ when dim(X) 6≤ n for any integer n.

The next result is a consequence of [16, Theorem 7.1, p. 250].

Corollary 3.1. Let X be a locally connected continuum such that X is not a
finite graph and let K ∈ 2X . If X − {x} contains a subcontinuum without free
arcs for some x ∈ K, then Cn

K(X) contains a Hilbert cube.

Lemma 3.2. Let X be a continuum and n ∈ N. If for each K ∈ F1(X),
Cn(X) ≈ Cn

K(X), then X does not contain cut points.

Proof. Let p ∈ X. Since Cn(X) is homeomorphic to Cn
{p}(X), by [16, Theorem

5.1, p. 245], Cn
{p}(X) is colocally connected at each point. Thus Cn{p} is not a

cut point of Cn
{p}(X) by Proposition 2.4. Then, by Corollary 2.3, p is not a cut

point of X. �

The next lemma, is a consequence of [23, Exercise 7.4, p. 36].

Lemma 3.3. Let X be a continuum, K ∈ 2X and n ∈ N. Then

dim(Cn
K(X)) = dim(Cn(X)− CnK

(X)).

Given X a finite graph and n ∈ N. Let x ∈ X. We consider

Dn
x = {dimA(Cn(X)) : A ∈ 〈X − {x}〉n}.

Since X is a finite graph, by [15, Theorem 5.1, p. 270], dimA(Cn(X)) <∞ for
every A ∈ Cn(X) and ∅ 6= Dn

x ⊂ N, let Onx = maxDn
x . Now, if K ∈ 2X , define

Mn
K = max{Onx : x ∈ K} and we have the next lemma.

Lemma 3.4. Let X be a finite graph and n ∈ N. If K ∈ 2X , then

dim(Cn
K(X)) = Mn

K ≤ dim(Cn(X)).

Proof. Let A ∈ Cn(X) − CnK
(X). Since K 6⊂ A, there exists x ∈ K − A such

that A ⊂ X − {x}. Thus dimA(Cn(X)) ∈ Dn
x . We have that dimA(Cn(X)) ≤

Onx ≤ Mn
K ≤ dimX(Cn(X)). On the other hand, assume that Onx0 = max{Onx :

x ∈ K}, then there exists B ∈ 〈X − {x0}〉n such that Onx0 = dimB(Cn(X)).
Since x0 ∈ K, B ∈ Cn(X) − CnK

(X). Thus dim(Cn
K(X)) = Mn

K , by Lemma
3.3. �

The next corollary is a consequence of [19, Theorem 2.4, p. 791] and Lemma
3.4.

Corollary 3.5. Let X be a finite graph and n ∈ N.
(1) If K ⊂ R(X), then dim(Cn

K(X)) < dim(Cn(X)).
(2) If K ⊂ E(X), then dim(Cn

K(X)) = dim(Cn(X)).
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The following example shows what happens if R(X) is contained in K. Let
X be a continuum homeomorphic to the capital letter H. Whitout loss of
generality, we may assume that

X = {(0, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1} ∪ {(x, 0) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1}∪

{(1, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1}.
Let p = (0, 0), q = (1, 0), r = (1

2
, 0), a1 = (0,−1), a2 = (1,−1), a3 = (0, 1),

a4 = (1, 1). Notice that p, q ∈ R(X) and a1, a2, a3, a4 ∈ E(X).

Example 3.6. If X is homeomorphic to the capital letter H, then
a) dim(Cn

K(X)) < dim(Cn(X)) for K = {p, q, r} and n = 1.
b) dim(Cn

K(X)) = dim(Cn(X)) for K = {p, q, r} and n ≥ 2.
c) dim(Cn

K(X)) = dim(Cn(X)) for K = {p, q, a1} and n ≥ 1.

Proof. Notice that Dn
p = Dn

q = {2n, 2n+ 1} and Dn
a1

= {2n, 2n+ 1, 2n+ 2} for
every n ≥ 1.

Dn
r =

{
{3} if n = 1,

{2n, 2n+ 1, 2n+ 2} if n ≥ 2.

Thus Onp = Onq = 2n+ 1 and Ona1 = 2n+ 2 for n ≥ 1, and Onr = 3, Onr = 2n+ 2
for n = 1 and n ≥ 2, respectively. So that

Mn
{p,q,r} =

{
3 if n = 1,

2n+ 2 if n ≥ 2.

andMn
{p,q,a1} = 2n+2 for n ≥ 1. Therefore, ifK = {p, q, r}, then dim(C1

K(X)) =

3 < dim(C(X)) and dim(Cn
K(X)) = 2n+2 = dim(Cn(X)) for every n ≥ 2. And,

ifK = {p, q, a1}, then dim(Cn
K(X)) = 2n+2 = dim(Cn(X)) for every n ≥ 1. �

Given a continuuum X, the set of cut points of X is denoted by Cut(X). In
the following, the set of subsets of Cut(X) with only one point is denoted by
F1(Cut(X)), in the same way we denote F1(E(X)).

Theorem 3.7. Let X be a finite graph and n ∈ N. If for each K ∈ 2X −
F1(Cut(X)), Cn

K(X) ≈ Cn(X), then |R(X)| ≤ 1.

Proof. Suppose that |R(X)| > 1. Since X is a finite graph, we have that R(X)
is finite. Thus, for K = R(X), dim(Cn

K(X)) < dim(Cn(X)) by (1) of Corollary
3.5. This is a contradiction. �

Let Y a simple m-od with edges J1, . . . , Jm and core v. Notice that

C(Y ) = C{v}(Y ) ∪
(

m⋃

i=1

C(Ji)

)
,
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furthermore for each i, j ∈ {1, . . . ,m}, C(Ji) ∩ C(Jj) = {{v}} with i 6= j,

C{v}(Y ) ∩ C(Ji) = C{v}(Ji), and C{v}(Y ) ∩
(

m⋂

i=1

C(Ji)

)
= {{v}}.

A tree is a finite graph without simple closed curves.

Corollary 3.8. Let X be a tree and n ∈ N. If for each K ∈ 2X − F1(Cut(X)),
Cn
K(X) ≈ Cn(X), then X is an arc or a simple m-od.

Proof. By Theorem 3.7, |R(X)| ≤ 1. If X has a ramification point, then X is
a simple m-od for some m ∈ N. On the other hand, if ordX(p) ≤ 2 for every
p ∈ X, since X is a tree, then X is an arc by [22, Proposition 9.5, p. 142]. �

Given a topological space Y , the cone over Y , which we denote by Cone(Y ),
is the quotient space Y × [0, 1]/Y × {1} obtained from Y × [0, 1] by shrinking
Y × {1} to a point. The point Y × {1} of Cone(Y ) is called the vertex of
Cone(Y ); the subset Y ×{0} of Cone(Y ) is called the base of Cone(Y ). Denote
by vY and B(Y ) the vertex and the base of Cone(Y ), respectively. The sus-
pension over Y , which we denote by Σ(Y ), is the quotient space obtained from
Y × [−1, 1] by shrinking Y × {−1} and Y × {1} to (different) points which are
called vertices of Σ(Y ). Denote by v−1 and v1 the vertices of Σ(Y ).

As consequence of the proof of [1, Theorem 5.5, p. 356] we have the next
proposition.

Proposition 3.9. Let n ∈ N. Suppose that X = Cone(Y ) for some com-
pact metric space Y . Then Cn(X) is homeomorphic to Cone(Z) where Z =⋃

p∈B(Y )

Cn{p}(X).

Theorem 3.10. Assume that X is an arc or a simple m-od. If K ∈ F1(E(X)),
then C1

K(X) is homeomorphic to C(X).

Proof. Suppose that X = I, by [12, Exercise 14.24, p. 118] CK(X) is an arc, and
C(X)−CK(X) is homeomorphic to [0, 1]×[0, 1). Thus C1

K(X) is homeomorphic
to C(X).
Now, suppose that for some m ∈ N, X is a simple m-od with edges J1, . . . , Jm.
Assume that K = {e} where e ∈ J1, notice that CK(X) = C{e}(J1) ∪ CJ1(X)
and C{e}(J1) ∩ CJ1(X) = {J1}. By Proposition 3.9, C(X) is homeomorphic to
Cone(Z) where

Z =
⋃

p∈E(X)

C{p}(X).

On the other hand, we have that C{e}(J1) is an arc in C(J1) by [12, Exercise
14.24, p. 118], C{v}(X) is a m-cell, see [14, Theorem 3 and Theorem 4, p. 3071],
where v is the core of X, and by [8, 5.2, p. 271] CJ1(X) is a (m − 1)-cell in
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C{v}(X). Notice that CJ1(X) ∩ C(Ji) = ∅ for each i 6= 1. Since C(J1)/C{e}(J1)
is homeomorphic to C(J1), and C{v}(X)/CJ1(X) is homeomorphic to C{v}(X).
Then C1

K(X) is homeomorphic to C(X). �
As consequence of Proposition 3.9, we have the following result.

Corollary 3.11. Let n ∈ N. Cn
K(I) is homeomorphic to Σ(CnK

(I)) for K ∈
{{0}, {1}}.
Proof. We only prove for K = {0}. Since I ≈ Cone({0}), by Proposition 3.9
there exists a homeomorphism h : Cn(I)→ Cone(Z) where Z = CnK

(I). Notice
that πK : Cn(I) → Cn

K(I) and q : Cone(Z) → Cone(Z)/B(Z) are quotient
maps. Since the following diagram is conmutative

h
Cn(I) → Cone(Z)
πK ↓ ↓ q
Cn
K(I) → Cone(Z)/B(Z) ≈ Σ(Z)

The fact that Cn
K(I) is homeomorphic to Σ(CnK

(I)) follows from the Transgres-
sion Lemma, see [22, Exercise 3.22, p. 45]. �
Theorem 3.12. Let X be a finite graph and n ∈ N. If for every K ∈ 2X ,
Cn(X) is homeomorphic to Cn

K(X), then X is a simple closed curve.

Proof. Since Cn(X) ≈ Cn
K(X), by Theorem 3.7, |R(X)| ≤ 1 and by Lemma 3.2

X does not contain cut points. Suppose that R(X) = {p}. Since p is the only
ramification point of X, p is a cut point of X. This is a contradiction. Thus
R(X) = ∅.
Since X is a finite graph and ordX(x) ≤ 2 for every x ∈ X, then X is an arc or
a simple closed curve, by [22, Proposition 9.5, p. 142]. But X does not contain
cut points, then X is not an arc. Therefore X is a simple closed curve. �

To finish this section we focus on case n = 1 in the class of finite graphs.

Theorem 3.13. If X is finite graph, C1
K(X) is homeomorphic to Cone(X) if

only if
(1) X = I and K ∈ 2X − F1((0, 1)), or,
(2) X = S1 and K ∈ 2X .

Proof. Assume that h : Cone(X)→ C1
K(X) is a homeomorphism. Since X is a

finite graph, dim(Cone(X)) = 2. Thus dim(C1
K(X)) = 2. Notice that for every

y ∈ Cone(X), y is not a cut point. Then h(y) is not a cut point in C1
K(X), in

particular CK is not a cut point in C1
K(X).

Suppose that K = {z} for some z ∈ X, since CK is not a cut point in C1
K(X)

and by Corollary 2.3, z is not a cut point in X. Then z is an end point or z
belongs to one simple closed curve in X.
On the other hand, suppose thatK ∈ 2X such that |K| ≥ 2. Let C ∈ C(X) such
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thatK ⊂ C. Assume thatX−C or C have a ramification point, p. If p ∈ X−C,
since X is a finite graph, there exists Cp ∈ C(X) such that p ∈ Cp ⊂ X − C
and dimCp(C(X)) ≥ 3. Moreover, Cp /∈ CK(X), thus h−1(Cp) ∈ Cone(X) this
is a contradiction because dim(Cone(X)) = 2.
Now, if p ∈ C, there exists q ∈ K such that p 6= q. Since X is metric space
there are disjoint open sets U and V such that p ∈ U and q ∈ V . By locally
connetedness, there is Cp ∈ C(X) such that p ∈ Cp ⊂ U . Notice that K 6⊂ Cp,
thus Cp /∈ CK(X) and dimCp(C(X)) ≥ 3. This is a contradiction. Then X does
not contain ramification points.
By both cases and [12, Proposition 9.5, p. 142], we have that X is the arc I or
S1.
To converse, let X = I and K ∈ 2X − F1((0, 1)), suppose that K = {0} or
K = {1}, by [12, Exercise 14.24, p. 118] CK(X) is an arc, and C(X)− CK(X)
is homeomorphic to [0, 1] × [0, 1). Thus C1

K(X) is homeomorphic to Cone(X).
If K ∈ 2X − F1(X), let a = minK and b = maxK, notice that a 6= b. First,
assume that a = 0 or b = 1. Notice that CK(X) is an arc by [12, Exercise 14.24,
p. 118], then C1

K(X) is homeomorphic to Cone(X). Now, assume that a 6= 0
and b 6= 1, Then C(X)−CK(X) = C([0, b))∪C((a, 1]) which is homeomorphic
to [0, 1]× [0, 1). Thus C1

K(X) is homeomorphic to Cone(X).
Finally, let X = S1 and K ∈ 2X . If K ∈ F1(X), by [11, Ejemplo 3.2, p. 31]
CK(X) is homeomorphic to a 2-cell in C(X). Thus C1

K(X) is homeomorphic
to a 2-cell which is homeomorphic to Cone(X). In the other case, by Theo-
rem 6.3 CK(X) is contractible in C(X) such that CK(X) ∩ F1(X) = ∅. Then
C(X)−CK(X) is homeomorphic to S1 × [0, 1). Thus C1

K(X) is homeomorphic
to Cone(X). �

As consequence of [12, Example 5.2, p. 35] we have the following result.

Corollary 3.14. For each K,L ∈ 2S
1, C1

K(S1) is homeomorphic to C1
L(S1).

Moreover, C1
K(S1) is homeomorphic to C1(S

1).

4. Aposyndesis

In this section we show that for every n ∈ N, Cn
K(X) is finitely aposyndetic

for some K ∈ 2X .

Theorem 4.1. Let X be a continuum and n ∈ N. If K ∈ 2X , then Cn
K(X) is

colocally connected in A for every A ∈ Cn
K(X)− {CnK

}.
Proof. Let A ∈ Cn

K(X) − {CnK
} and let A ∈ Cn(X) such that πK(A) = A.

Notice that A /∈ CnK
(X). By [16, Theorem 5.1 p. 246], there exists a local base

{Vα} of open subsets of A whose complements are connected. We may assume
that Vα ⊂ Cn(X)−CnK

(X) for all α. By Remark 1.2, {πK(Vα)} is a local base
of open subsets of A. Since πK(Cn(X)− Vα) = Cn

K(X)− πK(Vα) is connected,
Cn
K(X) is colocally connected in A. �
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Let p, q ∈ X, p 6= q. X is aposyndetic at p with respect to q provided that
there exists a continuum M such that p ∈ IntX(M) and q ∈ X −M . If for each
q ∈ X − {p}, X is aposyndetic at p with respect to q, then X is aposyndetic at
p. If X is aposyndetic at each of its points then X is aposyndetic. X is finitely
aposyndetic provided that for each finite subset F of X and point x of X not in
F , there exists a subcontinuum W of X such that x ∈ IntX(W ) ⊂ W ⊂ X−F .
Lemma 4.2. Let n ∈ N. If X is a continuum and K ∈ 2X . Then

(1) Cn
K(X) is aposyndetic at CnK

.
(2) Cn

K(X) is aposyndetic at A 6= CnK
with respect to any B 6= CnK

.

Proof. 1) Let A ∈ Cn
K(X), A 6= CnK

. Since Cn
K(X) is a Hausdorff space, there

exist U and V disjoint open subsets such that A ∈ U and CnK
∈ V. Let

A,B ∈ Cn(X) such that πK(A) = A and πK(B) = CnK
. Then π−1K (U) is an

open subset in Cn(X) containing A and π−1K (U) ∩ CnK
(X) = ∅. Since Cn(X)

is collocally connected by [16, Corollary 5.1, p. 246]. There is an open subset
UA such that A ∈ UA ⊂ π−1K (U) and Cn(X) − UA is a continuum. Notice that
CnK

(X) ⊂ Cn(X) − UA, thus CnK
∈ V ⊂ πK(Cn(X) − UA). Then Cn

K(X) is
aposyndetic at CnK

.
2) Let A,B ∈ Cn

K(X), A 6= B. Assume that A and B are different from CnK
.

Let A,B ∈ Cn(X) such that πK(A) = A and πK(B) = B. Since Cn
K(X) is a

Hausdorff space, there exist U and V disjoint open subsets containing A and
B, respectively. Thus π−1K (V) is an open subset containing B. Since Cn(X) is
colocally connected, there is VB an open subset such that B ∈ VB ⊂ π−1K (V) and
W = Cn(X)− VB is a continuum, moreover A ∈ π−1K (U) ⊂ W . Then πK(W) is
a continuum in Cn

K(X)− {B} such that A ∈ IntCn
K(X)(πK(W)) ⊂ πK(W). �

Theorem 4.3. If X is a continuum and n ∈ N, then Cn
K(X) is aposyndetic for

each K ∈ 2X − F1(X).

Proof. Let A ∈ Cn
K(X). By Lemma 4.2, we prove that Cn

K(X) is aposynde-
tic at A with respect to CnK

. Let A ∈ Cn(X) such that πK(A) = A. Since
A 6= CnK

, K 6⊂ A and there exists k0 ∈ K − A. We consider A0 = {k0} and
A = A1 ∪ · · · ∪ Am where Ai is a component of A for every i = 1, . . . ,m with
1 ≤ m ≤ n. Since X is a metric space, 1) holds:
1) For each i = 0, . . . ,m there existsWi an open subset of X such that Ai ⊂ Wi,
and ClX(Wi) ∩ ClX(Wj) = ∅ for every i, j ∈ {0, . . . ,m} and i 6= j. In conse-
quence 2):
2) A ∈ U = 〈W1, . . . ,Wm〉n and ClCn(X)(U) ∩ CnK

(X) = ∅.
3) If D is a component of U , then D ∩ Fn(X) 6= ∅. Moreover, Fn(X) ∩
ClCn(X)(U) 6= ∅.
To prove 3), since D is a connected subset of Cn(X), by [10, Lemma 1, p.
1578], D0 =

⋃{A : A ∈ D} has at most n components, we may suppose that
D0 = D1 ∪ · · · ∪ Dl with 1 ≤ l ≤ n. Thus, {d1, . . . , dl} ∈ D ∩ Fn(X) where
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di ∈ Di for every i = 1, . . . , l. Notice that Di is a component of Wji for some
ji ∈ {1, . . . ,m}. By [22, Theorem 5.6, p. 74], for every i ∈ {1, . . . , l} there
exists di ∈ ClX(Di) ∩ Bd(Wji). We conclude 4),
4) There exists {d1, . . . , dl} ∈ ClCn(X)(D) such that for each i = 1, . . . , l there
exists j ∈ {1, . . . ,m} with di ∈ Bd(Wj).
The proof of 5) and 6) below, is consequence of 4) and the proof of Theorem
5.2 of [5].
5) Suppose that K ∈ Fn(X). For each D there exists MD a subcontinuum of
Fn(X)− FnK

(X) such that MD ∩ F1(X) 6= ∅ and {d1, . . . , dl} ∈MD.
6) M = ClCn(X)(

⋃{MD : D is component of U}) ∪ F1(X) is a subcontinuum of
Fn(X)− FnK

(X).
Now, ifK /∈ Fn(X), Fn(X)∩CnK

(X) = ∅. By 2) and 3) C = ClCn(X)(U)∪Fn(X)
is a subcontinuum of Cn(X)− CnK

(X) such that A ∈ IntCn(X)(C).
Otherwise, by 6) C = ClCn(X)(U) ∪M is a subcontinuum of Cn(X) − CnK

(X)
such that A ∈ IntCn(X)(C). Therefore, Cn

K(X) is aposyndetic at A with respect
to CnK

. �
By Theorem 2.1, Theorem 4.3 and [3, Corollary 1, p. 586] we have the next

result.

Corollary 4.4. Let n ∈ N. If X is a continuum and K ∈ 2X − F1(X), then
Cn
K(X) is finitely aposyndetic.

Theorem 4.5. Let X be a continuum and n ∈ N. Then X is aposyndetic if
and only if Cn

K(X) is aposyndetic for each K ∈ F1(X).

Proof. Let K ∈ F1(X). By Lemma 4.2, we prove that Cn
K(X) is aposyndetic at

A ∈ Cn
K(X)−{CnK

} with respect to CnK
. Let A ∈ Cn(X) such that πK(A) = A,

suppose that A = A1 ∪ · · · ∪ Am where Ai ∈ C(X) for each i = 1, . . . ,m and
m ≤ n. Assume that K = {x0} for some x0 ∈ X. Since A /∈ CnK

(X), then
Ai ⊂ X − {x0} for every i = 1, . . . ,m. Let i ∈ {1, . . . ,m} and let a ∈ Ai,
since X is aposyndetic, there exists M i

a a subcontinuum of X such that a ∈
IntX(M i

a) ⊂ M i
a ⊂ X − {x0}. Then Ci = {Int(M i

a) : a ∈ Ai} is an open cover
of Ai. Since Ai is compact, there exists li ∈ N such that Ai ⊂

⋃li
j=1 IntX(M i

aj
).

For each i = 1, . . . ,m, let Ui =
⋃li
j=1 IntX(M i

aj
), notice that Ui ⊂ X − {x0}

and A ∈ 〈U1, . . . , Um〉n. Thus W = Cl(〈U1, . . . , Um〉n) is a subcontinuum of
Cn(X) − CnK

(X). Then πK(W) is a subcontinuum of Cn
K(X) − {CnK

} such
that A ∈ IntCn

K(X)(πK(W)). Therefore Cn
K(X) is aposyndetic at A.

To converse, let p, q ∈ X with p 6= q. We may assume that K = {q}. Since
Cn
K(X) is aposyndetic, there exist a continuum W in Cn

K(X) such that P =
πK({p}) ∈ IntCn

K(X)(W) and CnK
∈ Cn

K(X)−W. Then π−1K (W) is a continuum
in Cn(X) − CnK

(X). Notice that {p} ∈ π−1K (W). By [10, Lemma 1, p. 1578],
M =

⋃
π−1K (W) is a continuum in X such that p ∈ IntX(M). Since π−1K (W) ⊂

Cn(X)−CnK
(X), then q /∈M . Thus X is aposyndetic at p for every p ∈ X. �
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As consequence of Theorem 4.3 and Theorem 4.5 we conclude the following
result.

Corollary 4.6. Let X be a continuum and n ∈ N. Then X is aposyndetic if
and only if Cn

K(X) is aposyndetic for each K ∈ 2X .

Let Σ(Z) be the suspension over Z where Z = { 1
n
}∞n=1 ∪ {0}. Denote by v1,

v−1 the vertices of Σ(Z), L0 = {0}× (−1, 1) and p = (0, 0). Now, Y is obtained
by identifying in Σ(Z), v1, v−1 to one point denoted by v. Notice that Y is a
continuum not aposyndetic at x ∈ L0.

Example 4.7. The continuum Y is not aposyndetic and Cn
K(Y ) is aposyndectic

for K = {p} and Cn
L(Y ) is not aposyndetic for L = {v}.

Proof. Let n ∈ N and K = {p}. By Lemma 4.2 we prove that Cn
K(Y ) is

aposyndetic at A with respect to CnK
. Let A ∈ Cn(X) such that πK(A) = A.

Notice that Y is colocally connected in p. Since A 6= CnK
, p /∈ A. There

exists U an open subset such that p ∈ U ⊂ ClY (U) ⊂ Y − A and Y − U is
a continuum. Thus 〈Y − U〉n is a continuum in Cn(Y ) − CnK

(Y ) such that
A ∈ 〈Y − ClY (U)〉n ⊂ 〈Y − U〉n. Therefore Cn

K(Y ) is aposyndetic.
Now, we prove that Cn

L(Y ) is not aposyndetic at P = πL({p}) with respect
to CnL

. Let W be a continuum such that P ∈ IntCn
L(Y )(W). Suppose that

CnL
/∈W, then π−1L (W) is a continuum in Cn(Y )− CnL

(Y ). Notice that {p} ∈
π−1L (W). By [10, Lemma 1, p. 1578], M =

⋃
π−1L (W) is a continuum in Y such

that p ∈ IntY (M). Then v ∈ M , this a contradicition. Therefore Cn
L(Y ) is not

aposyndetic. �

5. Connectedness and arcwise disconnectedness

Theorem 5.1. If X is a continuum and n ∈ N, then Cn
K(X) is an arcwise

connected continuum for each K ∈ 2X .

Proof. Let K ∈ 2X . Since Cn(X) is an arcwise connected continuum by [16,
Theorem 3.1, p. 240], and πK is a map, we have that Cn

K(X) is an arcwise
connected continuum. �
Lemma 5.2. Let X be a continuum, K ∈ 2X and n ∈ N. If Cn(X)− CnK

(X)
is locally connected, then X is locally connected.

Proof. Let x ∈ X. Suppose that x /∈ K, let V be an open subset of X such
that x ∈ V . Thus W = V ∩ (X −K) is an open subset of X containing x, then
{x} ∈ 〈W 〉n ⊂ Cn(X)− CnK

(X). Since Cn(X)− CnK
(X) is locally connected,

there exists an open connected subset U of Cn(X) − CnK
(X) such that {x} ∈

U ⊂ ClCn(X)(U) ⊂ 〈W 〉n. Let ε > 0 be such that BH
ε ({x}) ∩ Cn(X) ⊂ U . Let

H =
⋃

ClCn(X)(U). Then, by [20, Lemma 1.49, p. 102] H is a subcontinuum of
X. Notice that x ∈ H ⊂ W ⊂ V . Let y ∈ Bε(x), {y} ∈ BH

ε ({x})∩Cn(X) ⊂ U .
Thus {y} ∈ U and y ∈ H. Then x ∈ IntX(H) ⊂ W ⊂ V .
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Now, suppose that x ∈ K and K /∈ F1(X), then there exists z ∈ K such that
z 6= x. Let V be an open subset of X such that x ∈ V . SinceW = V ∩(X−{z})
is an open subset of X containing x and {x} ∈ 〈W 〉n ⊂ Cn(X) − CnK

(X), we
proceed as before.
Finally, if {x} = K, by [22, Corollary 5.13, p. 78] and the previous argument,
X cannot be connected im kleinen at only one point. Then, we have that X is
connected im kleinen at each of its points. Therefore, X is locally connected. �
Theorem 5.3. Let n ∈ N and let K ∈ 2X . Then, X is a Peano continuum if
only if Cn

K(X) is a Peano continuum.

Proof. If X is locally connected, by [16, Theorem 3.2, p. 240] Cn(X) is locally
connected. By [22, Proposition 3.7, p. 39] πK is a closed map. Then Cn

K(X) is
locally connected by [22, Proposition 8.16, p. 127].
Now, suppose that Cn

K(X) is locally connected, then Cn
K(X)− {CnK

} is locally
connected. Thus, by Remark 1.2 Cn(X) − CnK

(X) is locally connected. By
Lemma 5.2, X is locally connected. �

The next result is consequence of Theorem 5.3.

Corollary 5.4. Let X be a continuum. Then the following are equivalent:
(1) X is a Peano continuum,
(2) Cn

K(X) is a Peano continuum for every n ∈ N and every K ∈ 2X ,
(3) Cn

K(X) is a Peano continuum for some n ∈ N and every K ∈ 2X ,
(4) Cn

K(X) is a Peano continuum for every n ∈ N and some K ∈ 2X ,
(5) Cn

K(X) is a Peano continuum for some n ∈ N and some K ∈ 2X .

Theorem 5.5. Let X be a continuum and n ∈ N. If K ∈ 2X − F1(X), then
Cn(X)− CnK

(X) is connected.

Proof. Let K ∈ 2X − F1(X). Notice that CnK
(X) ∩ F1(X) = ∅. Let A ∈

Cn(X) − CnK
(X). Suppose that A = A1 ∪ · · · ∪ Am. Let ai ∈ Ai for each

i ∈ {1, . . . ,m}. There exists α : [0, 1] → Cn(X) an order arc such that α(0) =
{a1, . . . , am}, α(1) = A. Since K 6⊂ A, there exists k0 ∈ K − A and K 6⊂ α(t)
for every t ∈ [0, 1]. Assume that a1 ∈ K ∩ α(0). For every i ∈ {1, . . . ,m − 1}
let γi : X → Cn(X) given by γi(x) = {x} ∪ (α(0) − {a1, . . . , ai}). γi is well
defined and is a map. Let Γi = γi(X). Notice that {k0, a1} 6⊂ γi(x) for every
i ∈ {1, . . . ,m− 1} and every x ∈ X. Thus Γi is a connected subset in Cn(X)−
CnK

(X). Since α(0) − {a1, . . . , ai−1} ∈ Γi−1 ∩ Γi for every i ∈ {2, . . . ,m − 1},
then Γ =

⋃m−1
i=1 Γi is a connected subset containing α(0) and {am}. Thus

A ∈ α([0, 1]) ∪ Γ ∪ F1(X) which is connected in Cn(X) − CnK
(X). Therefore,

Cn(X)− CnK
(X) is connected. �

Now, we study when a point arcwise disconnectedness to Cn
K(X).

Theorem 5.6. Let X be a continuum, n ∈ N and let K ∈ 2X . If A ∈ C(X)−
CK(X) then Cn

K(X)− πK(Cn(A)) is arcwise connected.
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Proof. Since A ∈ C(X)−CK(X), by [16, Theorem 6.1, p. 246] Cn(X)−Cn(A) is
arcwise connected. Then πK(Cn(X)−Cn(A)) = Cn

K(X)−πK(Cn(A)) is arcwise
connected. �
Theorem 5.7. Let X be a continuum, n ∈ N and K ∈ 2X be given. If A ∈
Cn
K(X)−{CnK

} is such that Cn
K(X)−{A} is not arcwise connected then π−1K (A)

is connected.

Proof. Let A ∈ Cn
K(X) − {CnK

}. Then π−1K (A) ∈ Cn(X). Since π−1K (Cn
K(X) −

{A}) = Cn(X)−{π−1K (A)} and Cn
K(X)−{A} is not arcwise connected, Cn(X)−

{π−1K (A)} is not arcwise connected. Thus, by [16, Theorem 6.2, p. 246], π−1K (A)
is connected. �
Theorem 5.8. A nondegenerate continuum X is indecomposable if and only if
for each n ∈ N, Cn

K(X)− {CnK
} is not arcwise connected for every K ∈ 2X .

Proof. Let K ∈ 2X . Let x and y be points in different composants of X. Since
X is an indecomposable continuum, for any function α : [0, 1] → Cn(X) such
that α(0) = {x} and α(1) = {y}, exists t0 ∈ [0, 1] such that K ⊂ α(t0). Then
α(t0) ∈ CnK

(X). Thus α([0, 1]) 6⊂ Cn(X) − CnK
(X). By Remark 1.2, we

conclude that Cn
K(X)− {CnK

} is not arcwise connected.
Conversely, assume X is decomposable. Let X1 and X2 be proper subcontinua
of X such that X = X1 ∪ X2. Let r ∈ X1 − X2 and q ∈ X2 − X1. By
Remark 1.2, it is enough to prove that Cn(X) − CnK

(X) is arcwise connected
for K = {r, q}. Consider p ∈ X1∩X2, notice that {p} ∈ Cn(X)−CnK

(X). Now,
let A ∈ Cn(X) − CnK

(X). Suppose that A = A1 ∪ · · · ∪ Am where Ai ∈ C(X)
for each i = 1, . . . ,m, without loss of generality we may assume that there exist
1 ≤ s ≤ t ≤ m such that:

a) Al ⊂ X1 where 1 ≤ l ≤ s,
b) Al ⊂ X2 where s+ 1 ≤ l ≤ t, and
c) Al ∩ (X1 ∩X2) 6= ∅ and Al 6⊂ Xi for every i = 1, 2 where t+ 1 ≤ l ≤ m.

In the case a), we will construct an arc from A to {p} ∪ (
⋃m
i=s+1Ai). Since

Cs(X1) is arcwise connected and A1 ∪ · · · ∪ As, {p} ∈ Cs(X1), there exists an
arc α : [0, 1] → Cs(X1) such that α(0) = A1 ∪ · · · ∪ As and α(1) = {p}. Now,
define a function γ1 : [0, 1] → Cn(X) by γ1(t) = α(t) ∪ (

⋃m
i=s+1Ai). Then γ1 is

well defined and is a map. Since q /∈ X1, K 6⊂ γ1(t) for every t ∈ [0, 1]. Thus
A1 = γ1([0, 1]) is an arc such that A1 ⊂ Cn(X) − CnK

(X) containing A and
{p} ∪ (

⋃m
i=s+1Ai).

For case b), we will construct an arc from {p}∪(
⋃m
i=s+1Ai) to {p}∪(

⋃m
i=t+1Ai).

Since Ct−s(X2) is arcwise connected and As+1 ∪ · · · ∪At, {p} ∈ Ct−s(X2), there
exists an arc β : [0, 1] → Ct−s(X2) such that β(0) = As+1 ∪ · · · ∪ At and
β(1) = {p}. Define γ2 : [0, 1] → Cn(X) by γ2(t) = β(t) ∪ {p} ∪ (

⋃m
i=t+1Ai).

Then γ2 is well defined and is a map. Moreover K 6⊂ γ2(t) for every t ∈ [0, 1].
Thus A2 = γ2([0, 1]) is an arc such that A2 ⊂ Cn(X) − CnK

(X) containing
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{p} ∪ (
⋃m
i=s+1Ai) and {p} ∪ (

⋃m
i=t+1Ai).

Notice that {p} ∪ ⋃m
i=s+1Ai ∈ A1 ∩ A2, then A1 ∪ A2 ⊂ Cn(X) − CnK

(X) is
arcwise connected.
In the case c), we will construct an arc from {p} to {p} ∪ (

⋃m
i=t+1Ai). For each

j ∈ {t + 1, . . . ,m} we choose aj ∈ Aj ∩X1. There exists η : [0, 1]→ Cn(X) an
order arc such that η(0) = {at+1, . . . , am} and η(1) = At+1 ∪ · · · ∪ Am. Notice
that K 6⊂ η(t) for every t ∈ [0, 1]. Since Cm−t(X1) is arcwise connected and
{at+1, . . . , am}, {p} ∈ Cm−t(X1), there exists an arc η0 : [0, 1]→ Cm−t(X1) such
that η0(1) = {at+1, . . . , am} and η0(0) = {p}. Now, define γ3 : [0, 1] → Cn(X)
by

γ3(t) =

{
η0(2t) ∪ {p}, if t ∈ [0, 1

2
],

η(2t− 1) ∪ {p}, if t ∈ [1
2
, 1].

Then γ3 is well defined and is a map. Moreover K 6⊂ γ3(t) for every t ∈ [0, 1].
Thus A3 = γ3([0, 1]) is an arc such that A3 ⊂ Cn(X)−CnK

(X) containing {p}
and {p} ∪ (

⋃m
i=t+1Ai).

Notice that {p} ∪ (
⋃m
i=t+1Ai) ∈ A3 ∩ (A1 ∪ A2), then A1 ∪ A2 ∪ A3 is arcwise

connected and A1 ∪ A2 ∪ A3 ⊂ Cn(X)− CnK
(X).

Now, if K ∩ A = ∅, then A1 ∪ A2 ∪ A3 is a subcontinuum arcwise connected
of Cn(X) − CnK

(X) containing {p} and A. But, if A ∩ K 6= ∅, then exists
j ∈ {1, . . . ,m} such that Aj ∩ K 6= ∅. Since K 6⊂ A, we may assume that
r ∈ Aj. Thus, without loss of generality we may assume that j = 1, or,
j = t + 1. If j = 1, we construct A1, A2 and A3 as before. And, for j = t + 1,
we construct A3, A1, and A2 to avoid containing K. �

The next theorem is consequence of [16, Theorem 6.6, p. 248] and Theorem
5.8.
Theorem 5.9. Let X be a continuum. Then for any K ∈ 2X the following
statements are equivalent:

(1) X is indecomposable,
(2) 2X/2XK − {2K} is not arcwise connected,
(3) For each n ∈ N, Cn

K(X)− {CnK
} is not arcwise connected,

(4) C(X)− {CK} is not arcwise connected.
Let Z be a topological space, denote by C(Z) the set

{A ⊂ Z : A is a component of Z}.
Lemma 5.10. Let X be a continuum and n ∈ N. Let U be an open set in X
and let C be a component of U . Then 〈C〉n is a component of the open set 〈U〉n.
Proof. Let C be a component of 〈U〉n containing 〈C〉n and A ∈ C. Since 〈C〉n ∩
C(X) 6= ∅, by [10, Lemma 1, p. 1578], then

⋃ C is a connected subset of U
which contains C. But since C is a component of U , A ⊂ ⋃ C ⊂ C. Then
A ∈ 〈C〉n. Therefore 〈C〉n = C. �
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Corollary 5.11. Let X be a continuum, p ∈ X and n ∈ N. If A ⊂ X, then
A ∈ C(X − {p}) if and only if 〈A〉n ∈ C(Cn(X)− Cn{p}(X)).

Proof. Let A ∈ C(X−{p}). By Lemma 5.10 〈A〉n is a component of 〈X−{p}〉n.
Since 〈X − {p}〉n = Cn(X)− C{p}(X), 〈A〉n ∈ C(Cn(X)− Cn{p}(X)).
Now, let A ⊂ X such that 〈A〉n ∈ C(Cn(X) − Cn{p}(X)). Then p /∈ A. Let
D be a component of X − {p} such A ⊂ D. Then 〈A〉n ⊂ 〈D〉n, but 〈A〉n ∈
C(Cn(X)− Cn{p}(X)). Thus 〈A〉n = 〈D〉n and A = D. �

Corollary 5.12. Let X be a continuum and let p ∈ X. Then |C(X − {p})| =
|C(C(X)− C{p}(X))|.

Theorem 5.13. Let X be a continuum, µ : C(X)→ [0,∞) a Whitney map and
let K ∈ C(X)− F1(X). If t0 < µ(K) is such that µ−1(t0) is arcwise connected
then C(X)− CK(X) is arcwise connected.

Proof. Let A ∈ C(X)− CK(X) and B ∈ µ−1(t0). If µ(A) = t0, since µ−1(t0) is
arcwise connected, there exists an arc between A and B which is contained in
µ−1(t0).
Suppose that µ(A) < t0. There exists α : [0, 1] → C(X) an order arc such
that α(0) = A and α(1) = X. Thus, t0 ∈ µ(α([0, 1])) = [µ(A), µ(X)]. By the
intermediate value theorem, there exists t ∈ (0, 1) such that α(t) ∈ µ−1(t0).
Since µ−1(t0) is arcwise connected, there exists an arc between α(t) and B.
Then, there is γ : [0, 1]→ C(X) an arc from A to B. Notice that µ(γ(s)) ≤ t0
and µ(D) > t0 for every D ∈ CK(X). Thus, γ([0, 1]) ⊂ C(X)− CK(X).
Now, suppose µ(A) > t0. Let a ∈ A, there exists β : [0, 1]→ C(X) an order arc
such that β(0) = {a} and β(1) = A. Thus, t0 ∈ µ(β([0, 1])) = [µ({a}), µ(A)].
By the intermediate value theorem, there exists s ∈ (0, 1) such that β(s) ∈
µ−1(t0). Notice that β([s, 1]) ∩ CK(X) = ∅, otherwise, K ⊂ β(s0) and K ⊂ A
which is a contradiction. Since µ−1(t0) is arcwise connected, there exists an arc
between β(s) and B. Then, there is an arc from A to B into C(X) − CK(X).
Therefore C(X)− CK(X) is arcwise connected. �

A continuum X is continuum chainable if for each positive number ε and each
pair of points p 6= q in X, there is a finite sequence of subcontinua {A1, . . . , An}
of X such that diameter (Ai) < ε, p ∈ A1, q ∈ An and Ai ∩ Ai+1 6= ∅ for every
i < n.

As consequence of Theorem 5.13 and [12, Theorem 33.4, p. 248] we have the
next corollary.

Corollary 5.14. For a continuum X. If X is continuum chainable and K ∈
C(X)− F1(X), then C(X)− CK(X) is arcwise connected.
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6. Other topological properties

In this section we consider other topological properties of Cn
K(X), some of

them are consequences of the properties of Cn(X).

6.1. Cells in the hyperspace Cn
K(X).

Theorem 6.1. Let X be a nondegenerate continuum and let n ∈ N. Then
Cn
K(X) contains a n-cell for every K ∈ 2X .

Proof. Let K ∈ 2X and x ∈ K. Let A1, . . . , An be n pairwise disjoint nonde-
generate subcontinua of X − {x}. For each j ∈ {1, . . . , n}, let aj ∈ Aj, and let
αj : [0, 1] → C(Aj) be an order arc such that αj(0) = {aj} and αj(1) = Aj.
Notice that K 6⊂ αj(t) for every j ∈ {1, . . . , n} and each t ∈ [0, 1]. Then the
map β : [0, 1]n → Cn

K(X) given by β((t1, . . . , tn)) = πK(α1(t1) ∪ · · · ∪ α(tn)) is
an embedding of [0, 1]n in Cn

K(X). �
Theorem 6.2. Let X be a continuum, n ∈ N and let K ∈ 2X . If X − {x}
contains n pairwise disjoint decomposable subcontinua for some x ∈ K, then
Cn
K(X) contains a 2n-cell.

Proof. LetM1, . . . ,Mn be n pairwise disjoint decomposable subcontinua of X−
{x}. Suppose that Mj = Aj ∪ Bj, where Aj and Bj are subcontinua, for
each j ∈ {1, . . . , n}. By the proof of (1.145) of [20], we may assume that
each Aj ∩ Bj is connected, Aj − (Aj ∩ Bj) 6= ∅, Bj − (Aj ∩ Bj) 6= ∅, and
[Aj − (Aj ∩ Bj)] ∩ [Bj − (Aj ∩ Bj)] = ∅ for every j ∈ {1, . . . , n}. For each
j ∈ {1, . . . , n}, let αj : [0, 1]→ C(Aj) and β : [0, 1]→ C(Bj) be order arcs such
that αj(0) = Aj ∩ Bj, αj(1) = Aj, βj(0) = Aj ∩ Bj and βj(1) = Bj. Then the
map γ : [0, 1]2n → Cn

K(X) given by γ(t1, . . . , t2n) = πK(
⋃n
j=1(αj(t2j−1)∪βj(t2n)))

is an embedding of [0, 1]2n in Cn
K(X). �

6.2. Contractibility. A topological space Z, is contractible provided that the
identity map of Z is homotopic to a constant map of Z into Z.

Theorem 6.3. Let X be a continuum and n ∈ N. Then CnK
(X) is contractible

for each K ∈ 2X .

Proof. LetK ∈ 2X . There exists an order arc α : [0, 1]→ 2X such that α(0) = K
and α(1) = X. Let H : CnK

(X) × [0, 1] → CnK
(X) the function defined by

H(A, t) = α(t) ∪ A. We shall prove that H(CnK
(X) × [0, 1]) ⊂ CnK

(X). Let
A ∈ CnK

(X) and t ∈ [0, 1]. Since K ⊂ A by [12, Theorem 15.3, p. 120], each
component of K intersects α(t) for every t ∈ [0, 1]. Then each component of
A intersects α(t). Thus α(t) ∪ A has at most n components. Therefore H is a
map. So CnK

(X) is contractible. �
Theorem 6.4. Let X be a continuum and let n ∈ N. Consider the following
statements:
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(1) Cn(X) is contractible.
(2) Cn

K(X) is contractible for each K ∈ 2X .
(3) Cn

K(X) is contractible for some K ∈ 2X .
Then, (1), (2) are equivalents, and (2) implies (3).

Proof. (2) implies (3) is inmediate. Let K ∈ 2X . Suppose that Cn(X) is con-
tractible, there exists a mapH ′ : Cn(X)×[0, 1]→ Cn(X) such thatH ′(A, 0) = A
and H ′(A, 1) = X for each A ∈ Cn(X). Let H : Cn(X)× [0, 1]→ Cn(X) be the
segment homotopy associated with H ′ define by

H(A, t) =
⋃
{H ′(A, s) : 0 ≤ s ≤ t}.

Then H is a map, see [20, Lemma 16.3, p. 533]. Observe that H({A} × [0, 1])
is an order arc from A to X for every A ∈ Cn(X).
Claim. H(CnK

(X)× [0, 1]) = CnK
(X).

Since CnK
(X) = H(CnK

(X)× {0}), then CnK
(X) ⊂ H(CnK

(X)× [0, 1]). Now,
let A ∈ CnK

(X). Since H(A, 0) = A and H(A, 0) ⊂ H(A, t) for every t ∈ [0, 1],
then K ⊂ A ⊂ H(A, t). Thus H(A, t) ∈ CnK

(X).
On the other hand, we define G : Cn

K(X) × [0, 1] → Cn
K(X) by G(A, t) =

πK(H(π−1K (A), t)) which is a map such that for each A ∈ Cn
K(X), G(A, 0) = A

and G(A, 1) = CnK
. Hence Cn

K(X) is contractible. Thus (1) implies (2).
Now, let K = X. By Remark 1.1 Cn

K(X) is homeomorphic to Cn(X). Since
Cn
K(X) is contractible, Cn(X) is contractible. Thus (2) implies (1). �

Given a continuum X, denote by C∞(X) the set
⋃∞
n=1Cn(X). By Theorem

6.4, [16, Theorem 3.7, p. 241] and [16, Theorem 8.7, p. 254] we have the
following:

Theorem 6.5. Let X be a continuum and let n ∈ N be given. Then the following
are equivalent.

(1) 2X is contractible.
(2) Cn(X) is contractible.
(3) C∞(X) is contractible
(4) C(X) is contractible.
(5) Cn

K(X) is contractible for each K ∈ 2X .

A continuum X is said to have Kelley’s property provided that given any
ε > 0, there exists δ > 0 such that if a, b ∈ X, d(a, b) < δ, and A ∈ C(X) such
that a ∈ A, then there exists B ∈ C(X) such that b ∈ B and Hd(A,B) < ε.
We say that a continuum X is smooth at a point p ∈ X provided that for
each ε > 0 there is δ > 0 such that for each x ∈ X, for each subcontinuum
M containing p such that x ∈ M and for each y ∈ X satisfaying d(x, y) < δ
there is a subcontinuum L containing p such that y ∈ L and Hd(M,L) < ε. A
continuum X is smooth if it is smooth at some point.
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Corollary 6.6. If Cn(X) is a smooth continuum and K ∈ 2X , then for each
n ∈ N, Cn

K(X) is contractible.

Proof. Since Cn(X) is smooth continuum, by [7, Corollary 4.3.1, p. 253], X has
a Kelley’s property, then Cn(X) is contractible by [16, Corollary 3.8, p. 241].
Thus, Cn

K(X) is contractible by Theorem 6.4. �
A nonempty closed proper subset (continuum) L of a continuum X is called;
• an R1-set (continuum) if there exist an open set U containing L and
two sequences {Ci

m}∞m=1, i = 1, 2, of components of U such that L =
lim supC1

m ∩ lim supC2
m,

• an R2-set (continuum) if there exist an open set U containing L and
two sequences {Ci

m}∞m=1, i = 1, 2, of components of U such that L =
limC1

m ∩ limC2
m,

• an R3-set (continuum) if there exist an open set U containing L and a
sequence {Cm}∞m=1 of components of U such that L = lim inf Cm.

Theorem 6.7. Let n ∈ N. If a continuum X contains an Ri-continuum, i ∈
{1, 2, 3}, then Cn(X) contains an Ri-set for i ∈ {1, 2, 3}, respectively.
Proof. Let L = lim supC1

m ∩ lim supC2
m ⊂ U be an R1-continuum of X. By

Lemma 5.10 〈Ci
m〉n are components of 〈U〉n. Let L = lim sup〈C1

m〉n∩lim sup〈C2
m〉n.

Then {{x} : x ∈ L} ⊂ L and L is closed. Let A ∈ L, for each i = 1, 2, let
{Aimj

}∞j=1 be sequences such that lim
j→∞

Aimj
= A, where Aimj

∈ 〈Ci
mj
〉n. Then

A ⊂ L so that A ∈ 〈U〉n. Thus L ⊂ 〈U〉n is an R1-set of Cn(X). The proof for
i = 2, 3 is similar. �

By [2, Corollary 3.3, p. 317] and Theorem 6.7 we conclude the next result.

Corollary 6.8. Let n ∈ N. If a continuum X contains an Ri-continuum for
i ∈ {1, 2, 3}, then Cn(X) is not contractible.

As consequence of Theorem 6.4 and Corollary 6.8 we obtain

Corollary 6.9. Let n ∈ N. If a continuum X contains an Ri-continuum for
i ∈ {1, 2, 3} and K ∈ 2X , then Cn

K(X) is not contractible.

The following results give another proof to Corollary 6.9.

Lemma 6.10. Let X be a continuum, n ∈ N and let K ∈ 2X . For every ε > 0,
πK(NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X)) is an open subset in Cn
K(X) containing CnK

.

Proof. Since NH(CnK
(X), ε) ∩ Cn(X) is an open subset in Cn(X) and πK is a

closed map. Then
πK(Cn(X)− (NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X))) =

πK(Cn(X))− πK(NH(CnK
(X), ε) ∩ Cn(X)) =

Cn
K(X)− πK(NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X))
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is closed in Cn
K(X). Thus πK(NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X)) is an open subset con-
taining CnK

. �
Lemma 6.11. Let n ∈ N and K ∈ 2X . If U is an open subset in Cn(X)
such that CnK

(X) ⊂ U , then πK(U) is an open subset in Cn
K(X) such that

CnK
∈ πK(U).

Proof. Give A ∈ πK(U), there exists A ∈ U such that πK(A) = A. If A /∈
CnK

(X), there isW an open subset of Cn(X) such that A ∈ W ⊂ U −CnK
(X).

By Remark 1.2, πK(W) is an open subset in Cn
K(X) containing A such that

πK(W) ⊂ πK(U).
If A ∈ CnK

(X). Since CnK
(X) ⊂ U , there is ε > 0 such that NH(CnK

(X), ε) ∩
Cn(X) ⊂ U , then A ∈ NH(CnK

(X), ε) ∩ Cn(X). By Lemma 6.10,

πK(NH(CnK
(X), ε) ∩ Cn(X)) ⊂ πK(U)

is an open subset in Cn
K(X). Therefore πK(U) is an open subset in Cn

K(X) such
that CnK

∈ πK(U). �
Theorem 6.12. Let n ∈ N. If a continuum X contains an Ri-continuum,
i ∈ {1, 2, 3}, then for every K ∈ 2X Cn

K(X) contains an Ri-set for i ∈ {1, 2, 3},
respectively.

Proof. Let L be an R1-continuum of X. Then there exist an open subset U of
X with L ⊂ U and two sequences {Ci

m}∞m=1 i = 1, 2 of components of U such
that L = lim supC1

m ∩ lim supC2
m. We consider two cases:

Case I. Assume that K 6⊂ L. Let k1 ∈ K−L and W = U ∩ (X−{k1}). Notice
that L ⊂ W . Thus, there are subsequences {C1

mj
}∞j=1 and {C2

mj
}∞j=1 of {C1

m}∞m=1

and {C2
m}∞m=1 in W , respectively, such that L = lim supC1

mj
∩ lim supC2

mj
.

Since 〈W 〉n ∩ CnK
(X) = ∅, by proof of Theorem 6.7, L = lim sup〈C1

mj
〉n ∩

lim sup〈C2
mj
〉n is an R1-set of 〈W 〉n. From Remark 1.2,

πK(L) = lim sup πK(〈C1
mj
〉n) ∩ lim supπK(〈C2

mj
〉n)

is an R1-set in πK(〈W 〉n).
Case II. Suppose that K ⊂ L. Let ε > 0 such that Nd(L, ε) ⊂ U . Notice
that BH

ε (L) ⊂ NH(CnK
(X), ε) and BH

ε (L) ∩ Cn(X) ⊂ 〈U〉n. Let W = 〈U〉n ∪
(NH(CnK

(X), ε)∩Cn(X)) which is an open subset in Cn(X) such that CnK
(X) ⊂

W . By Lemma 6.11 πK(W) is an open subset in Cn
K(X) containing CnK

. Let Cim
the component of πK(W ) containing πK(〈Ci

m〉n) for each i = 1, 2. Then for each
i = 1, 2, {Cim}∞m=1 is a sequence in πK(W). ThusM = lim sup C1m ∩ lim sup C2m
is an R1-set in πK(W). The proof for i = 2, 3 is similar. �
6.3. Homogeneity.

Theorem 6.13. If X is a homogeneous continuum then Cn
{p}(X) is homeomor-

phic to Cn
{q}(X) for every p, q ∈ X.
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Proof. We consider p, q ∈ X and h : X → X a homeomorphism such that
h(p) = q. The induced function Cn(h) : Cn(X)→ Cn(X) is a homeomorphism
such that Cn(h)({p}) = {q}. Moreover, if A ∈ Cn{p}(X), then Cn(h)(A) ∈
Cn{q}(X). Thus Cn(h)(Cn{p}(X)) = Cn{q}(X). Let πp and πq be the quotient
maps to Cn

{p}(X) and Cn
{q}(X), respectively. Since g = πq ◦ Cn(h) is a quotient

function. Then Cn
{p}(h) is the homeomorphism induced by g. And the following

diagram is conmutative
Cn(h)

Cn(X) → Cn(X)
πp ↓ ↓ πq

Cn
{p}(X) → Cn

{q}(X)

Cn
{p}(h)

�
To finish this paper we ask the following questions.

Question 6.14. If X = S1 and n ≥ 2, then Cn
A(X) is homeomorphic to Cn

B(X)
for every A,B ∈ C(X) ( or 2X)?

Question 6.15. If X is a homogeneous continuum then C1
A(X) is homeomor-

phic to C1
B(X) for every A,B ∈ C(X) ( or 2X)?
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INDUCED MAPPINGS ON Cn(X)/CnK
(X)

JOSÉ G. ANAYA, ENRIQUE CASTAÑEDA-ALVARADO,
AND JOSÉ A. MARTÍNEZ-CORTEZ

Abstract. Given a continuum X and n ∈ N. Let Cn(X) and CnK
(X) the

hyperspaces, of nonempty subsets of X with at most n components and, all
elements in Cn(X) containing K where K is a compact subset of X, respec-
tively. Given a mapping f : X → Y between continua, let Cn(f) : Cn(X)→
Cn(Y ) be the induced mapping by f , defined by Cn(f)(A) = f(A). Now,
Cn

K(X) denotes the quotient space Cn(X)/CnK
(X). Similarly, let Cn

K(f)
denote the natural induced mapping between Cn

K(X) and Cn
f(K)(Y ). In this

paper, we prove some relationships among the mappings f , Cn(f) and Cn
K(f)

for the following classes of mappings: almost monotone, atriodic, confluent,
joining, light, monotone, open, OM, pseudo-confluent, quasi-monotone, semi-
confluent, strongly freely decomposable, weakly confluent, weakly monotone.

1. Introduction

A continuum is a nonempty compact connected metric space. A subcontinuum
of a continuum X is a subset which is a continuum. A map is a continuous
function.

Given a continuum X and n a positive integer. Denote by 2X the hyperspace
of all nonempty closed subsets of X, Cn(X) is the hyperspace of all nonempty
subsets of X having at most n components and Fn(X) is the hyperspace of
all nonempty subsets of X having at most n points, all topologized with the
Hausdorff metric (see [20, p. 1]). When n = 1, we write C(X) instead of C1(X).
Given a compact subset K of X, the set

CnK
(X) = {A ∈ Cn(X) : K ⊂ A}

is called the containment hyperspace, also, considered with the Hausdorff metric.
For a continuum X, Cn

K(X) denote the quotient space

Cn(X)/CnK
(X)

with the quotient topology. The fact that Cn(X)/CnK
(X) is a continuum follows

from [21, Theorem 3.10, p. 40]. πXK denote the quotient map πXK : Cn(X) →
Cn(X)/CnK

(X). Also, πXK (CnK
(X)) = {CX

nK
}.

2010 Mathematics Subject Classification. 54C05, 54C10, 54B20, 54B15.
Key words and phrases. Induced mapping, Hyperspaces, Continuum, Containment hyper-

spaces, Quotioent space.
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Given a mapping f : X → Y between continua, the mapping Cn(f) :
Cn(X) → Cn(Y ) defined by Cn(f)(A) = f(A) is called the induced map by
f . Let Cn

K(f) : C
n
K(X)→ Cn

K(Y ) be the function defined such that a way that

Cn
K(f)(π

X
K (A)) = πYf(K)(f(A)).

By [12, Theorem 4.3] Cn
K(f) is a map. Moreover, the following diagram is

conmutative.

Cn(X)
Cn(f) //

πX
K

��

Cn(Y )

πY
f(K)

��
Cn
K(X)

Cn
K(f)
// Cn

f(K)(Y )

Let A be a class of mappings between continua. A general problem is to
determine all possible relationships among the following statements:

(1) f ∈ A;
(2) Cn(f) ∈ A;
(3) Cn

K(f) ∈ A for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) ∈ A for some K ∈ 2X .
There are some particular results concerning this problem, which relate (1) and
(2). Readers especially interested in this topic are referred to [5], [7], [8], [10],
[11], [13]- [17]. Regarding induced maps in quotient hyperspaces, see [1], [3], [4],
[6], [9], among others.
In this paper we study the interrelations among the statements (1)-(4), for the
following classes of mappings: almost monotone, atriodic, confluent, joining,
light, monotone, open, OM, pseudo-confluent, quasi-monotone, semi-confluent,
strongly freely decomposable, weakly confluent, weakly monotone.

2. Definitions and notations

An arc is any topological space homeomorphic to I = [0, 1] and a simple closed
curve is any topological space homeomorphic to S1 = {(x, y) : x2 + y2 = 1}.
We denote the closure and interior of a subset A of X by ClX(A) and IntX(A),
respectively, and the positive integers by N. Let X be a metric space with
metric d and ε > 0. Bd

ε (x) denote the open ball in X of radius ε and center x.
The hyperspace 2X is considered with the Hausdorff metric induced by d, which
is denoted by Hd and defined as follows: for any A,B ∈ 2X ,

Hd(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ Nd(B, ε) and B ⊂ Nd(A, ε)}, where

Nd(A, ε) =
⋃

x∈A
Bd
ε (x).
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Given a map f : X → Y between continua. Then the induced function from
2X into 2Y is the function f ∗ defined by

f ∗(A) = f(A) for each A ∈ 2X .

Let H(X) be a hyperspace of X such that

H(X) ∈ {2X , C(X), Cn(X), Fn(X)}.
The induced function from H(X) into H(Y ) is the function

H(f) = f ∗|H(X) : H(X)→ H(Y )

which is a map [18, Theorem 13.3, p. 106].
Let A, B ∈ 2X . An order arc from A to B is a mapping α : I → 2X such that
α(0) = A, α(1) = B, and α(r) is a proper subset of α(s) whenever r < s (see
[20, 1.2-1.8, p. 57-59]).

Given a continuum X. For any finitely many subsets U1, . . . , Ur of X, we
define 〈U1, . . . , Ur〉 as

{A ∈ 2X : A ⊂
r⋃

i=1

Ui, A ∩ Ui 6= ∅, for each i = 1, . . . , r}.

The set

{〈U1, . . . , Ur〉 : for each i ∈ {1, . . . , r}, Ui is an open set of X, r ∈ N}
is a base for a topology for 2X . This topology is called the Vietoris topology
and matches with the topology induced by Hd, see [18, Theorem 3.2, p. 18]. In
this paper, 〈U1, . . . , Ur〉n denote the set 〈U1, . . . , Ur〉 ∩ Cn(X).

A surjective mapping f : X → Y between continua said to be:
• almost monotone provided that for each subcontinuum with nonempty
interior Q of Y , f−1(Q) is connected;
• atriodic if for every subcontinuum Q of Y , there exist two components C
andD of f−1(Q) such that f(C)∪f(D) = Q and for each component E of
f−1(Q), we have that either f(E) = Q, or f(E) ⊂ f(C) or f(E) ⊂ f(D);
• confluent if, for every subcontinuum K of Y and for each component M
of f−1(K), f(M) = K;
• freely decomposable if whenever A and B are proper subcontinua of Y
such that Y = A ∪ B, then there exist two proper subcontinua A′ and
B′ of X, such that X = A′ ∪B′, f(A′) ⊂ A and f(B′) ⊂ B;
• joining provided that for each subcontinuum Q of Y and for each two
components C and D of f−1(Q), we have that f(C) ∩ f(D) 6= ∅;
• light if f−1(y) is totally disconnected for each y ∈ Y ;
• monotone if f−1(y) is connected for each y ∈ Y ;
• open if f(U) is open in Y for each open subset U of X;
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• OM if there exist a continuum Z and mappings g : X → Z and h : Z →
Y such that f = h ◦ g, g is monotone and h is open;
• pseudo-confluent provided that for each irreducible subcontinuum B of
Y , there exists a component C of f−1(B) such that f(C) = B;
• quasi-monotone provided that for each subcontinuum B of Y having
nonempty interior in Y , f−1(B) has only finitely many components and
each of these components maps onto B under f ;
• semi-confluent if, for every subcontinuum B of Y and every pair of com-
ponents C and D of f−1(B), either f(C) ⊂ f(D) or f(D) ⊂ f(C);
• semi-open if for every open subset U of X, IntY (f(U)) 6= ∅;
• strongly freely decomposable if whenever A and B are proper subcontinua
of Y such that Y = A ∪ B, we obtain that f−1(A) and f−1(B) are
connected;
• weakly confluent if, for each subcontinuum K of Y , there exists a sub-
continuum M of X such that f(M) = K;
• weakly monotone provided that for each subcontinuum B of Y having
nonempty interior in Y , each component of f−1(B) is mapped by f onto
B.

3. preliminary results

Let X be a continuum and let L be a subcontinuum of X. We denote by
X/L the quotient space obtained by shrinking L to a point. Then X/L is a
continuum by [21, Theorem 3.10, p. 40]. Let X and Y be continua, let L be a
subcontinuum of X, and let f : X → Y be a surjective map. We consider the
quotient spaces X/L and Y/f(L). Let qX : X → X/L and qY : Y → Y/f(L) be
the quotient maps. We denote qX(L) and qY (f(L)) by LX and LY , respectively.
Notice that f induces a function f̃ : X/L → Y/f(L) (see [12, Theorem 7.7, p.
17]) given by

f̃(A) =
{
qY (f((qX)

−1(A))) if A 6= LX ;
LY if A = LX .

The continuity of f̃ follows from [12, Theorem 4.3, p. 126]. Observe that the
following diagram is commutative.

X
f //

qX
��

Y

qY
��

X/L
f̃

// Y/f(L)

The next proposition is consequence of [4, Theorem 3.1, p. 492].

Proposition 3.1. Let X and Y be continua and let K be a compact subset of
X. If f : X → Y surjective map, the following hold:
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(1) The maps πXK and πYf(K) are monotone;
(2) The maps πXK |Cn(X)−CnK

(X) : Cn(X) − CnK
(X) → Cn

K(X) − {CX
nK
} and

πYf(K)|Cn(Y )−Cnf(K)
(Y ) : Cn(Y ) − Cnf(K)

(Y ) → Cn
f(K)(Y ) − {CY

nf(K)
} are

homeomorphisms;
(3) If CnK

(X) and Cnf(K)
(Y ) are nowhere dense in Cn(X) and Cn(Y ), res-

pectively, then πXK and πYf(K) are semi-open maps.

Proposition 3.2. Let f : X → Y be a surjective mapping between continua
and let L be a subcontinuum of X. Suppose that A is any of the following
class of mappings between continua: monotone, OM, confluent, semi-confluent,
weakly confluent, pseudo-confluent, quasi-monotone, weakly monotone, joining,
almost monotone, atriodic, freely decomposable or strongly freely decomposable.
If f ∈ A, then f̃ ∈ A.

Proof. In [4, Theorem 3.2, p. 493] is proved that if f is either almost monotone,
atriodic, freely decomposable or strongly freely decomposable, then f̃ is almost
monotone, atriodic, freely decomposable or strongly freely decomposable, res-
pectively. Let A be one of the other classes of mappings of the statement. Since
qY is monotone, qY ∈ A. By [19, (5.1),(5.4), (5.5), (5.6)], and Propositions 4.1,
4.3 and 4.4 of [6], qY ◦ f ∈ A. Now, by [19, (5.15), (5.16), (5.19), (5.20) and
(5.21)], A has the composition factor property. Thus, since qY ◦ f = f̃ ◦ qX ,
f̃ ◦ qX ∈ A. Therefore, f̃ ∈ A. �

Since qX |X−L and qY |Y−f(L) are homeomorphisms and

f |f−1(Y−f(L)) = q−1Y |Y−f(L) ◦ f̃ ◦ qX .
we have the following proposition.

Proposition 3.3. Let f : X → Y be a mapping between continua and L be a
subcontinuum of X.

(1) If f̃ is confluent, then for each subcontinuum B ⊂ Y − f(L) and each
component A of f−1(B), f(A) = B.

(2) If f̃ is weakly confluent, then for each subcontinuum B ⊂ Y − f(L),
there exists A be a subcontinuum of X such that f(A) = B.

(3) If f̃ is quasi-monotone (weakly monotone), then for each subcontinuum
B ⊂ Y − f(L) with IntY (B) 6= ∅ and each component A of f−1(B),
f(A) = B.

Proposition 3.4. Let f : X → Y be a surjective mapping between continua
and r ∈ N such that r ≤ n. Let L1, . . . , Lr be nonempty disjoint closed subsets
of Y . For each i ∈ {1, . . . , r}, let Mi be a component of f−1(Li). Then,

(1) 〈M1, . . . ,Mr〉n is a component of Cn(f)−1(〈L1, . . . , Lr〉n).
(2) If M is a component of f−1(Li) such that M 6= Mi and r < n, then
〈M1, . . . ,Mr,M〉n is a component of Cn(f)−1(〈L1, . . . , Lr〉n).
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(3) If Li /∈ Cn
f(K)(Y ) such that f(K) 6⊂ ⋃r

i=1 Li, then π
X
K (〈M1, . . . ,Mr〉n) is

a component of Cn
K(f)

−1(πYf(K)(〈L1, . . . , Lr〉n)).
Proof. (1) and (2) are proved in [1, Proposition 2.4, p. 478]. We will prove
(3), consider D the component of Cn

K(f)
−1(πYf(K)(〈L1, . . . , Lr〉n)) containing

πXK (〈M1, . . . ,Mr〉n). Notice that 〈M1, . . . ,Mr〉n ⊂ (πXK )
−1(D). Since f(K) 6⊂⋃r

i=1 Li, we have that 〈L1, . . . , Lr〉n ∩ Cnf(K)
(Y ) = ∅. Then πYf(K)(Cnf(K)

(Y )) /∈
πYf(K)(〈L1, . . . , Lr〉n). Thus, πXK (CnK

(X)) /∈ D and CnK
(X) ∩ (πXK )

−1(D) = ∅.
Since Cn

K(f)◦πXK = πYf(K)◦Cn(f), then (πXK )
−1(D) ⊂ Cn(f)

−1(〈L1, . . . , Lr〉n). By
(1) of this proposition and (1) of Proposition 3.1, (πXK )−1(D) ⊂ 〈M1, . . . ,Mr〉n.
Then D = πXK (〈M1, . . . ,Mr〉n). �

The next result is a consequence of CnK
(X) = {X}, if K = X.

Proposition 3.5. Let H a nondegenerate connected subset of Cn(X). If X ∈ H,
then there exists K ∈ 2X such that CnK

(X) ⊂ H.
Lemma 3.6. Let f : X → Y be a surjective mapping between continua, 1 ≤ n,
and let Q a closed subset of Cn(Y ).

(1) If X /∈ Cn(f)−1(Q), there exists m ∈ N such that for each K ∈ BH
1
m

(X),
CnK

(X) ∩ Cn(f)−1(Q) = ∅.
(2) If X ∈ Cn(f)−1(Q), exists K ∈ 2X such that CnK

(X) ⊂ Cn(f)
−1(Q).

Proof. Suppose that for each m ∈ N, there exists Km ∈ BH
1
m

(X) such that
CnKm

(X)∩Cn(f)−1(Q) 6= ∅. Then, we may assume that {Km}m∈N is a sequence
of Cn(X) such that {Km}m∈N converge to X. We consider Lm ∈ CnKm

(X) ∩
Cn(f)

−1(Q) for each m ∈ N. Notice that {Lm}m∈N ⊂ Cn(f)
−1(Q) is a sequence

such that Km ⊂ Lm. Thus, {Lm}m∈N converge to X. Then, X ∈ Cn(f)−1(Q),
this is a contradiction.
For prove (2), let H be a component of Cn(f)−1(Q) such that X ∈ H. If H
is degenerate, is easy to verify (2). In another case, by Proposition 3.5, we
conclude (2). �
Lemma 3.7. Let K ∈ 2X , f : X → Y be a mapping between continua and
n ∈ N. If f(K) ∈ F1(Y ), then

Cn
K(f)

−1(CY
nf(K)

) = πXK


 ⋃

p∈f−1(f(K))

Cn{p}(X)


 .

Proof. Let A ∈ πXK

(⋃
p∈f−1(f(K))Cn{p}(X)

)
, there exist p ∈ f−1(f(K)) and

B ∈ Cn{p}(X) such that πXK (B) = A. Then f(p) ∈ f(B) and Cn
K(f)(A) =

Cn
K(f)(π

X
K (B)) = πYf(K)(Cn(f)(B)). Thus, πYf(K)(Cn(f)(B)) = CY

nf(K)
, i.e., A ∈

Cn
K(f)

−1(CY
nf(K)

). �
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Proposition 3.8. Let K ∈ 2X , n ∈ N and f : X → Y be a mapping between
continua. Then Cn

K(f)
−1(CY

nf(K)
) is connected.

Proof. Suppose that H and L are different components of Cn
K(f)

−1(CY
nf(K)

). We
may assume that CX

nK
∈ H. By Proposition 3.1, (πXK )−1(H) and (πXK )

−1(L)
are disjoint connected subset of Cn(X) such that CnK

(X) ⊂ (πXK )
−1(H). Now,

let L ∈ (πXK )
−1(L). Notice that Cn

K(f)(π
X
K (L)) = CY

nf(K)
, and for each order

arc α : I → Cn(X) of L to X, Cn
K(f)(π

X
K (α(I))) = {CY

nf(K)
}. Then, X ∈

(πXK )
−1(H) ∩ (πXK )

−1(L), this is a contradiction. Therefore, Cn
K(f)

−1(CY
nf(K)

) is
connected. �

4. Homeomorphism and open mappings

Theorem 4.1. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N.
Then the following conditions are equivalent:

(1) f is injective;
(2) Cn(f) is injective;
(3) Cn

K(f) is injective for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) is injective for some K ∈ 2X .

Proof. We notice that (1) and (2) are equivalent, (2) implies (3), and (3) implies
(4). To prove that (4) implies (1). Let x, y ∈ X such that f(x) = f(y). Then
πYf(K)({f(x)}) = πYf(K)({f(y)}). Since Cn

K(f)(π
X
K (A)) = πYf(K)(f(A)) for each

A ∈ Cn(X) and Cn
K(f) is injective, πXK ({x}) = πXK ({y}). Then {x} = {y} or

K ⊂ {x} ∩ {y}. In any case, x = y. Therefore f is injective. �
Theorem 4.2. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N. We
consider the following conditions:

(1) f is surjective;
(2) Cn(f) is surjective;
(3) Cn

K(f) is surjective for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) is surjective for some K ∈ 2X .
Then (2) and (3) are equivalent, (3) implies (4) and each one of the conditions
(2), (3) and (4) implies (1).

Proof. We notice that (2) implies (3) and (3) implies (4). We will prove (3)
implies (2). Let B ∈ Cn(Y ) and K ∈ 2X such that K ∩ f−1(B) = ∅. Since
Cn
K(f) is surjective, there exists A ∈ Cn

K(X) such that Cn
K(f)(A) = πYf(K)(B).

Also, exists A ∈ Cn(X) such that πXK (A) = A. Then,
Cn
K(f)(A) = Cn

K(f)(π
X
K (A)) = πYf(K)(Cn(f)(A)) = πYf(K)(B).

As πYf(K)(B) 6= CY
nf(K)

, Cn(f)(A) = B. Hence, Cn(f) is surjective.
Now, to prove (4) implies (1). Let K ∈ 2X such that Cn

K(f) is surjective
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and y ∈ Y . If y ∈ f(K), there exists k1 ∈ K such that f(k1) = y. Now,
suppose that y /∈ f(K), {y} /∈ Cnf(K)

(Y ). Then πYf(K)({y}) 6= CY
nf(K)

. Since
Cn
K(f) is surjective, there exists A ∈ Cn

K(X) such that Cn
K(f)(A) = πYf(K)({y}).

Moreover, there is A ∈ Cn(X) such that πXK (A) = A. As Cn
K(f) ◦ πXK =

πYf(K) ◦ Cn(f), Cn
K(f)(π

X
K (A)) = πYf(K)(Cn(f)(A)) = πYf(K)({y}). Thus, there

exists a ∈ A such that f(a) = y. �

As consequence of Theorem 4.2 y [10, Proposition 1, p. 784] we have following
result.

Corollary 4.3. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N.
Then Cn

K(f) : C
n
K(X)→ Cn

f(K)(Y ) is onto for every K ∈ 2X if and only if f is
weakly confluent.

The next example shows us that there are continua X, Y and a map f : X →
Y such that f is not weakly confluent and Cn

K(f) is surjective for some K ∈ 2X .

Example 4.4. Let f : [0, 1] → S1 defined by f(t) = e2πit. Then, f is not
pseudo-confluent, or weakly monotone and not freely decomposable. If K = {0},
then Cn

K(f) is monotone for every n ≥ 1.

Proof. Notice that, f is not pseudo-confluent, or weakly monotone and not freely
decomposable.
Now, let K = {0} and n ∈ N. We shall prove that Cn

K(f) is monotone. Let
B ∈ Cn

f(K)(Y ). Suppose that B = Cnf(K)
, by Proposition 3.8, Cn

K(f)
−1(B) is

connected. In another case, by Lemma 3.7,

Cn
K(f)

−1(B) = πXK


 ⋃

p∈f−1(f(K))

Cn{p}([0, 1])


 .

Then, Cn([0, 1]) −
⋃
p∈f−1(f(K))Cn{p}([0, 1]) = Cn((0, 1)). Since f |(0,1) is one to

one, by Theorem 4.1 Cn
K(f)|πX

K (Cn((0,1))) is one to one. Then Cn
K(f)

−1(B) is
connected. �

Theorem 4.5. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N.
Then the following conditions are equivalent:

(1) f is a homeomorphism;
(2) Cn(f) is a homeomorphism;
(3) Cn

K(f) is a homeomorphism for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) is a homeomorphism for some K ∈ 2X .

Proof. (1) implies (2). It follows from [10, Theorem 46, p. 801]. We notice
that (2) implies (3) and (3) implies (4). By Theorem 4.1 and Theorem 4.2 f is
bijective. Thus, f is a homeomorphism. Therefore (4) implies (1). �
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Theorem 4.6. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N.
Consider the following conditions:

(1) f is a homeomorphism;
(2) Cn(f) is open;
(3) Cn

K(f) is open for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) is open for some K ∈ 2X .
Then conditions (1-3) are equivalent and each one of the conditions (1-3) implies
(4).

Proof. By [5, Corollary 3.3, p. 122], (1) and (2) are equivalent. We have that
(2) implies (3), by Theorem 4.5. Now, we prove that (3) implies (2). Let U an
open subset of Cn(X).
First, we may assume that X ∈ U . Since Cn(X) is locally connected in X.
There exists V an open connected subset of Cn(X) containing X such that
V ⊂ ClCn(X)(V) ⊂ U . By Proposition 3.5, there exists K ∈ 2X such that
CnK

(X) ⊂ ClCn(X)(V) ⊂ U . By [2, Lemma 6.10], πXK (U) is an open subset of
Cn
K(X) containing CX

nK
. Since Cn

K(f) is an open mapping, Cn
K(f)(π

X
K (U)) is

an open subset of Cn
f(K)(Y ) containing CY

nf(K)
. Notice that Cn

K(f)(π
X
K (U)) =

πYf(K)(Cn(f)(U)). Thus, (πYf(K))
−1(πYf(K)(Cn(f)(U))) = Cn(f)(U) is an open

subset of Cn(Y ).
In another case, if X /∈ U , by Lemma 3.6, there exists K ∈ 2X such that
CnK

(X) ∩ U = ∅. Then, πXK (U) and Cn
K(f)(π

X
K (U)) are open subsets of Cn

K(X)
and Cn

f(K)(Y ), respectively. Also, CX
nK

/∈ πXK (U) and CY
nf(K)

/∈ Cn
K(f)(π

X
K (U)).

Since Cn
K(f)(π

X
K (U)) = πYf(K)(Cn(f)(U)). Then,

(πYf(K))
−1(πYf(K)(Cn(f)(U))) = Cn(f)(U)

is an open subset of Cn(Y ), this is a contradiction. Therefore, Cn(f) is an open
mapping.
Clearly, (1-3) implies (4). �

The next example shows us that there are continua X, Y and a map f : X →
Y such that f is not a homeomorphism and Cn

K(f) is open for some K ∈ 2X .

Example 4.7. Let J = [−1, 1] and f : J → I defined by f(t) = |t|. Then, f is
not a homeomorphism. If K = {0}, then Cn

K(f) is open for every n ≥ 1.

5. Monotone type mappings

Theorem 5.1. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N. Let
M any of the following class of mappings: monotone, almost monotone, quasi-
monotone, weakly monotone. If Cn

K(f) ∈M for each K ∈ 2X , then f ∈M.

Proof. Let B ∈ Cn(Y )−{Y } (with IntY (B) 6= ∅ for the cases: almost monotone,
quasi-monotone and weakly monotone). We consider K ∈ 2X such that K ∩
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f−1(B) = ∅. Then Cn(B) is a subcontinuum of Cn(Y ) (IntCn(Y )(Cn(B)) 6= ∅)
such that Cn(B) ∩ Cnf(K)

(Y ) = ∅. Thus, πYf(K)(Cn(B)) is a subcontinuum of
Cn
f(K)(Y )− {CY

nf(K)
} (IntCn

f(K)
(Y )(π

Y
f(K)(Cn(B)))).

a) If Cn
K(f) is a monotone (or almost monotone) mapping, then the preimage

Cn
K(f)

−1(πYf(K)(Cn(B))) is connected. Since πXK is a monotone mapping, then
(πXK )

−1(Cn
K(f)

−1(πYf(K)(Cn(B)))) is connected. Thus,

(πXK )
−1(Cn

K(f)
−1(πYf(K)(Cn(B)))) = Cn(f)

−1(Cn(B)).

Notice that Cn(f)−1(Cn(B)) = 〈f−1(B)〉n. Hence, f−1(B) is connected. There-
fore, f is monotone (or almost monotone).
b) If Cn

K(f) is a quasi-monotone (or weakly monotone) mapping, then the pre-
image Cn

K(f)
−1(πYf(K)(Cn(B))) has only finitely many components, L1, . . . ,Lm,

and Cn
K(f)(Li) = πYf(K)(Cn(B)) for each i ∈ {1, . . . ,m}. Let L be a com-

ponent of f−1(B). By (3) of Proposition 3.4, πXK (〈L〉n) is a component of
Cn
K(f)

−1(πYf(K)(Cn(B))). Thus, each component of f−1(B) determines one com-
ponent of Cn

K(f)
−1(πYf(K)(Cn(B))). Therefore, f−1(B) has only finitely many

components and by (3) of Proposition 3.3, f(L) = B. Hence, f is also quasi-
monotone (or weakly monotone). �
Theorem 5.2. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N.
Then the following conditions are equivalent:

(1) f is monotone;
(2) Cn(f) is monotone;
(3) Cn

K(f) is monotone for each K ∈ 2X .
Moreover, each one of the conditions (1), (2), (3) implies (4).

(4) Cn
K(f) is monotone for some K ∈ 2X .

Proof. By [10, Theorem 4, p. 784], (1) and (2) are equivalent. By Proposition
3.2 and Theorem 5.1, (2) implies (3) and (3) implies (1), respectively. Clearly,
(3) implies (4). �
Theorem 5.3. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N. We
consider M as in Theorem 5.1 and the following conditions:

(1) f ∈M;
(2) Cn(f) ∈M;
(3) Cn

K(f) ∈M for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) ∈M for some K ∈ 2X .
Then condition (2) implies (3) and each one of the conditions (2) and (3) implies
(4) and (1).

Proof. It follows from Proposition 3.2 that (2) implies (3). By Theorem 5.1, (3)
implies (1). Clearly, (2) implies (1) and (3) implies (4). �
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The Example 4.4 shows us that there are continuaX, Y and a map f : X → Y
such that f is not monotone, or almost monotone, or quasi-monotone or weakly
confluent, and Cn

K(f) is monotone for some K ∈ 2X .

5.1. Strongly freely decomposable mappings.

Theorem 5.4. Let f : X → Y be a map between continua and let n ∈ N. Then,
Cn
K(f) is almost monotone if and only if Cn

K(f) is strongly freely decomposable.

Proof. Since every almost monotone map is strongly freely decomposable, we
have that the almost monotoneity of Cn

K(f) implies his strong free decomposabi-
lity. Since Cn

K(X) is unicoherent by [2, Theorem 2.1], the converse implications
follow from [7, Theorem 4.2, p. 894]. �

The next result follows from Theorem 5.3 for almost monotone mappings and
Theorem 5.4.

Corollary 5.5. Let f : X → Y be a map between continua and let n ∈ N. If
Cn
K(f) is strongly freely decomposable, then f is an almost monotone map.

6. Confluent type mappings

Given a continuum X, n ∈ N, B a subcontinuum of X and x1, . . . , xn−1 ∈ X,
notice that B = 〈{x1}, . . . , {xn−1}, B〉n ⊂ Cn(X) is homeomorphic to B. Hence,
if B is an irreducible continuum, then B is an irreducible continuum.

Theorem 6.1. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N. If
C is any of the following class of mappings: confluent, semi-confluent, weakly
confluent, pseudo-confluent, joining. If Cn

K(f) ∈ C for each K ∈ 2X , then
f ∈ C.

Proof. Let B be a proper subcontinuum (irreducible for the case of pseudo-
confluent) of Y and let D1 and D2 components of f−1(B). We consider K ∈ 2X

such that K ∩ f−1(B) = ∅ and let y1, . . . , yn−1 ∈ Y − (B ∪ f(K)) such that
yi 6= yj for i 6= j. Let Mi be a component of f−1(yi) for each i ∈ {1, . . . , n− 1}.
Then, by (3) of Proposition 3.4, for i ∈ {1, 2} πXK (〈M1, . . . ,Mn−1, Di〉n) is a
component of Cn

K(f)
−1(πYf(K)(B)) where B = 〈{x1}, . . . , {xn−1}, B〉n. Notice

that B∩Cnf(K)
(Y ) = ∅ (this implies that πYf(K)(B) is a irreducible subcontinuum

of Cn
f(K)(Y ) such that CY

nf(K)
/∈ πYf(K)(B)).

a) If Cn
K(f) is confluent, then by (1) of Proposition 3.3 for each component D

of f−1(B) we have Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D〉n) = B. Hence, f(D) = B and f is
confluent.
b) If Cn

K(f) is semi-confluent, without of lost generality we can suppose that

Cn
K(f)(π

X
K (〈M1, . . . ,Mn−1, D1〉n)) ⊂ Cn

K(f)(π
X
K (〈M1, . . . ,Mn−1, D2〉n)).

Then Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D1〉n) ⊂ Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D2〉n). Therefore
f(D1) ⊂ f(D2) and f is semi-confluent.
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c) If Cn
K(f) is weakly confluent, then by (2) of Proposition 3.3, there exists a

continuum M of Cn(f)−1(B) such that Cn(f)(M) = B. Since M∩CnK
(X) = ∅,

we can find a subset Mn of X, such that M is a component of f 1(B) and
〈M1, . . . ,Mn〉n ∩M 6= ∅. By (2) of Proposition 3.4, 〈M1, . . . ,Mn〉n is compo-
nent of Cn(f)−1(B). Thus, M = 〈M1, . . . ,Mn〉n and f(Mn) = B. Therefore f
is weakly confluent.
d) If Cn

K(f) is pseudo-confluent, then Cn
K(f)

−1(πYf(K)(B)) has a component C

such that Cn
K(f)(C) = πYf(K)(B). Since CX

nK
/∈ C, (πXK )−1(C) is a component of

(πXK )
−1(Cn

K(f)
−1(πYf(K)(B))) = Cn(f)

−1(B). Notice that Cn(f)((πXK )−1(C)) = B.
On the other hand,

⋃
(πXK )

−1(C) ⊂ f−1(y1) ∪ · · · ∪ f−1(yn−1) ∪ f−1(B), with
(
⋃
(πXK )

−1(C))∩f−1(yi) 6= ∅ and (
⋃
(πXK )

−1(C))∩f−1(B) 6= ∅. Since ⋃(πXK )
−1(C)

has at most n components, then C1, . . . , Cn are exactly the components of⋃
(πXK )

−1(C). Without loss of generality, we assume that Ci ⊂ f−1(yi) for
i = 1, . . . , n − 1 and Cn ⊂ f−1(B). Let C the component of f−1(B) such
that Cn ⊂ C.
Claim. f(C) = B.
Let b ∈ B and let E = {y1, . . . , yn−1} ∪ b. Then E ∈ B. Hence, there ex-
ists A ∈ (πXK )

−1(C) such that f(A) = E. This implies that b ∈ f(A) ⊂
f(
⋃
(πXK )

−1(C)) = f(C1) ∪ · · · ∪ f(Cn). If there exists j ∈ {1, . . . , n − 1} such
that b ∈ f(Cj), then b = yj, this is a contradiction. Hence, b ∈ f(Cn). Thus,
b ∈ f(C). It follows that B ⊂ f(C). Therefore, f is a pseudo-confluent.
e) If Cn

K(f) is joining, then

Cn
K(f)(π

X
K (〈M1, . . . ,Mn−1, D1〉n)) ∩ Cn

K(f)(π
X
K (〈M1, . . . ,Mn−1, D2〉n)) 6= ∅.

Thus, Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D1〉n) ∩ Cn(f)(〈M1, . . . ,Mn−1, D2〉n) 6= ∅. Hence,
f(D1) ∩ f(D2) 6= ∅ and f is joining. �

Theorem 6.2. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N. Sup-
pose that C is any of the following class of mappings: confluent, semi-confluent,
weakly confluent, pseudo-confluent, joining. We consider the following condi-
tions:

(1) f ∈ C;
(2) Cn(f) ∈ C;
(3) Cn

K(f) ∈ C for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) ∈ C for some K ∈ 2X .

Then condition (2) implies (3) and each one of the conditions (2) and (3) implies
(4) and (1).

Proof. By Proposition 3.2, (2) implies (3). By Theorem 6.1, (3) implies (1).
Clearly, (2) implies (1) and (3) implies (4). �
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The Example 4.4 shows us that there are continua X, Y and a map f :
X → Y such that f is not pseudo-confluent, weakly confluent, semi-confluent,
or confluent and Cn

K(f) is confluent for some K ∈ 2X .

7. OM, atriodic and light mappings

Let X be a continuum. Given a sequence {Am}m∈N of subsets of X we define
lim supm→∞Am as the set of points x ∈ X such that there exists a sequence of
positive integers m1 < m2 < · · · and points xms ∈ Ams such that limxms = x.

Lemma 7.1. [10, Lemma 12, p. 788] A mapping f : X → Y between continua is
an OM-mapping if and only if, for each point y ∈ Y and each sequence of points
ym ∈ Y converging to y the set lim supm→∞ f

−1(ym) meets each component of
f−1(y).

Theorem 7.2. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N. We
consider the following conditions:

(1) f is OM-mapping;
(2) Cn(f) is OM-mapping;
(3) Cn

K(f) is OM-mapping for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) is OM-mapping for some K ∈ 2X .
Then condition (2) implies (3) and each one of the conditions (2) and (3) implies
(4) and (1).

Proof. By Proposition 3.2, (2) implies (3). Let y ∈ Y and let {yi}i∈N be a
sequence of points in Y converging to y. We consider K ∈ 2X such that f(K)∩
{y, y1, . . .} = ∅. Take z1, . . . , zn−1 ∈ Y − (f(K) ∪ {y, y1, . . .}) such that zj 6= zl
for j 6= l. Let Mj be a component of f−1(zj) for each j ∈ {1, . . . , n− 1} and let
Mn be a component of f−1(y). By (3) of Proposition 3.4, πXK (〈M1, . . . ,Mn〉n)
is a component of Cn

K(f)
−1(πYf(K)({z1, . . . , zn−1, y})). Since the sequence

{πYf(K)({z1, . . . , zn−1, yi})}i∈N
converges to πYf(K)({z1, . . . , zn−1, y}). By Lemma 7.1

πXK (〈M1, . . . ,Mn〉) ∩ lim sup
t→∞

Cn
K(f)

−1(πYf(K)({z1, . . . , zn−1, yt})) 6= ∅.

Let A ∈ 〈M1, . . . ,Mn〉 such that

πXK (A) ∈ lim sup
t→∞

Cn
K(f)

−1(πYf(K)({z1, . . . , zn−1, yt})).

Then, there exists a subsequence {πXK (Atr)}r∈N such that for each positive in-
teger r, πXK (Atr) ∈ Cn

K(f)
−1(πYf(K)({z1, . . . , zn−1, ytr})) and limr→∞ πXK (Atr) =

πXK (A). Let a ∈ A∩Mn. Since limr→∞Atr = An, there exists a sequence {atr}r∈N,
with atr ∈ Atr , such that converges to a ∈ A. Thus, exists a positive integer m0

such that f(atr) = ytr for each r ≥ m0. Hence a ∈ A∩Mn∩ lim supt→∞ f
−1(yt).
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Therefore, by Lemma 7.1, f is an OM-mapping.
Clearly, (2) implies (1) and (3) implies (4). �

The Example 4.4 shows us that there are continuaX, Y and a map f : X → Y
such that f is not OM and Cn

K(f) is OM for some K ∈ 2X .

Theorem 7.3. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N. We
consider the following conditions:

(1) f is atriodic;
(2) Cn(f) is atriodic;
(3) Cn

K(f) is atriodic for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) is atriodic for some K ∈ 2X .
Then condition (2) implies (3) and each one of the conditions (2) and (3) implies
(4) and (1).

Proof. By Proposition 3.2, (2) implies (3). Let B be a proper subcontinuum of Y
and let K ∈ 2X such that K∩f−1(B) = ∅. We consider y1, . . . , yn−1 ∈ Y − (B∪
f(K)) with yi 6= yj for i 6= j. Since Cn

K(f) is atriodic map, there exist two com-
ponents D1 and D2 of Cn

K(f)
−1(πYf(K)(B)), where B = 〈{y1}, . . . , {yn−1}, B〉n,

such that
a) Cn

K(f)(D1) ∪ Cn
K(f)(D1) = πYf(K)(B),

b) for each component C of Cn
K(f)

−1(πYf(K)(B)), we have either Cn
K(f)(C) =

πYf(K)(B) or Cn
K(f)(C) ⊂ Cn

K(f)(D1) or Cn
K(f)(C) ⊂ Cn

K(f)(D2).
For each j = 1, 2, we have (πXK )

−1(Dj) ∩ CnK
(X) = ∅. Then, we can find

subsets M j
1 , . . . ,M

j
n of X such that M j

i is a component of f−1(yi) for each
i = 1, . . . , n − 1 and M j

n is a component of f−1(B). We may assume that
Dj∩πXK (〈M j

1 , . . . ,M
j
n〉n) 6= ∅. SinceDj is a component of Cn

K(f)
−1(πYf(K)(B)), by

(3) of Proposition 3.4, Dj = πXK (〈M j
1 , . . . ,M

j
n〉n). Thus, by a) f(M1

n)∪f(M2
n) =

B. Now, let C be a component of f−1(B). Since πXK (〈M1
1 , . . .M

1
n−1, C〉n) is

a component of Cn
K(f)

−1(πYf(K)(B)), by b), f(C) = B or f(C) ⊂ f(M1
n) or

f(C) ⊂ f(M2
n).

We notice that (2) implies (1) and (3) implies (4). �
Theorem 7.4. Let f : X → Y be a mapping between continua and n ∈ N. We
consider the following conditions:

(1) f is light;
(2) Cn(f) is light;
(3) Cn

K(f) is light for each K ∈ 2X ;
(4) Cn

K(f) is light for some K ∈ 2X .
Then each one of the conditions (2) and (3) implies (1) and (3) implies (4).

Proof. It follows from [11, Theorem 3.10, p. 185] that (2) implies (1). Now,
suppose that Cn

K(f) is a light mapping. To prove that f is a light mapping,
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we may assume that exists y ∈ Y such that f−1(y) is not totally disconnected.
Let M be a nondegenerate component of f−1(y). Let K ∈ 2X such that K ∩
f−1(y) = ∅ and let y1, . . . , yn−1 ∈ Y − (f(K) ∪ {y}) such that yi 6= yj for
i 6= j. Let Mi be a component of f−1(yi) for each i = 1, . . . , n − 1. By (3) of
Proposition 3.4, πXK (〈M1, . . . ,Mn−1,M〉n) is a subcontinuum nondegenerate of
Cn
K(f)

−1(πYf(K)({y1, . . . , yn−1, y})), this is a contradiction.
Clearly, (3) implies (4). �

The next example shows us that there are continua X, Y and a map f : X →
Y such that f is light and Cn

K(f) is not light for some K ∈ 2X .

Example 7.5. Let J = [−1, 1] and f : J → I defined by f(t) = |t|. Then, f is
light. If K = {1}, then Cn

K(f) is not light for every n ≥ 1.

Proof. Notice that f is light. Suppose that K = {1}, since f−1(f(K)) =
{−1, 1}, by Lemma 3.7, Cn

K(f)
−1(CI

nf(K)
) is nondegenerate. By Proposition

3.8, Cn
K(f)

−1(CI
nf(K)

) is a connected subset of Cn
K(J). Therefore, Cn

K(f) is not
light. �
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